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Introduction
Attention :
Lorsque nous faisons re´fe´rence au nom de Mahe´, nous parlons de Louis
Mahe´, qui est un homonyme de l’auteur, mais n’est pas de la meˆme famille
que lui (le nom de famille Mahe´ est l’un des plus courant en bretagne).
Soit P ∈ R[X1, · · · , Xn] un polynoˆme. Si P est une somme de carre´s
dans R(X1, · · · , Xn), alors P est positif ou nul sur Rn (i.e. ∀(x1, · · · , xn) ∈
Rn, P (x1, · · · , xn) ≥ 0). Re´ciproquement, lorsque P est positif ou nul sur
Rn, nous pouvons nous demander si P est une somme de carre´s de fractions
rationnelles. Cette question est connue sous le nom de dix-septie`me proble`me
de Hilbert. En 1927 Artin apporte une re´ponse positive avec le the´ore`me
(voir [Art27]) :
The´ore`me 1 (Artin) Soient R un corps re´el clos et f ∈ R[X1, · · · , Xn].
Si f est positif ou nul sur Rn, alors f est somme de carre´s dans le corps des
fractions rationnelles R(X1, · · · , Xn).
Une question connexe est l’aspect quantitatif : il s’agit de de´terminer le
nombre minimum r tel que tout polynoˆme positif puisse s’e´crire comme une
somme de r carre´s de fractions rationnelles. La re´ponse a` cette question n’est
pas comple`tement connue. A` ce sujet, Hilbert montre que les polynoˆmes
en deux variables positifs ou nuls sur R2 sont somme de quatre fractions
rationnelles. Il montre e´galement que les polynoˆmes en deux variables de
degre´ total infe´rieur a` 4 sont somme de trois carre´s de polynoˆmes. Le premier
de ces deux re´sultats est ge´ne´ralise´ par Pfister de la manie`re suivante : tout
e´le´ment de R[X1, · · · , Xn] positif ou nul sur Rn peut s’e´crire comme une
somme de 2n carre´s de fractions rationnelles.
On ne dispose pas d’une caracte´risation effective des sommes de trois
carre´s dans R(X,Y ). Cependant, en 1971, Cassels, Ellison et Pfister donnent
un premier exemple de polynoˆme positif qui n’est pas somme de trois carre´s
de fractions rationnelles (voir [CEP71]) :
The´ore`me 2 (Cassels, Ellison et Pfister) Le polynoˆme de Motzkin
M(X,Y ) = 1 +X2Y 4 +X4Y 2 − 3X2Y 2 est positif ou nul sur R2 (et donc
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somme de quatre carre´s de fractions rationnelles) mais n’est pas somme de
trois carre´s dans R(X,Y ).
Pour de´montrer ce the´ore`me, Cassels, Ellison et Pfister associent a` tout
polynoˆme positif de la forme F (X,Y ) = 1 +A(X)Y 2 +B(X)Y 4 ∈ R(X,Y )
avec B(A2 − 4B) 6= 0 la courbe elliptique EF d’e´quation affine
−β2 = α(α2 − 2A(x)α+A(x)2 − 4B(x)).
Ils expliquent alors que F est somme de trois carre´s dans le corps R(X,Y ) si
et seulement si EF posse`de un R(x)-point (α, β) tel que α et
−(α2 − 2A(x)α + A(x)2 − 4B(x)) soient des sommes de deux carre´s dans
R(x) (c’est-a`-dire positifs ou nuls sur R). Une me´thode similaire permet a`
Christie d’exhiber (dans [Chr76]) une famille de polynoˆmes positifs ou nuls
sur R2 qui ne sont pas somme de trois carre´s de fractions rationnelles :
The´ore`me 3 (Christie) Soient λ, µ, ν trois entiers tels que 0 < µ < ν,
µ = (−3)nλ pour n ∈ N∗ et λ non multiple de 3 ve´rifiant λ ≡ −ν[3]. Nous
supposons que 3µ(µ− ν) et µ2 + µν + ν2 ne sont pas des carre´s d’entiers.
Alors le polynoˆme 1+X((X+µ)3− ν32 )Y 2+ 116ν6X2Y 4 est de´fini positif
mais n’est pas somme de 3 carre´s dans R(X,Y ).
Utilisant une strate´gie totalement diffe´rente (base´e sur le the´ore`me de
Noether-Lefschetz), Colliot-The´le`ne prouve en 1992 le the´ore`me (voir [CT93]) :
The´ore`me 4 (Colliot-The´le`ne) Soientm ≥ 3 un entier et N = (m+2)(m+1)2 .
Soient l(T1, · · · , TN ) =
∑
1≤i≤N
aiTi une forme line´aire a` coefficients dans R
et q(T1, · · · , TN ) =
∑
1≤i≤j≤N
bi,jTiTj une forme quadratique a` coefficients
dans R. Si nous nous donnons un ordre sur l’ensemble des couples d’en-
tiers naturels (a, b) avec a + b ≤ m, nous pouvons de´finir un morphisme
ϕ : A2 −→ AN .
(X,Y ) 7−→ (XaY b)
Nous posons alors P (X,Y ) := (4q − l2)(ϕ(X,Y )).
1. Si les coefficients (ai)1≤i≤N et (bi,j)1≤i≤j≤N sont alge´briquement inde´-
pendants sur Q, alors le polynoˆme P (X,Y ) n’est pas somme de trois
carre´s dans R(X,Y ).
2. Il existe un nombre re´el ǫ > 0 tel que si les coefficients (ai)1≤i≤N et
(bi,j)1≤i≤j≤N ve´rifient les ine´galite´s |ai| < ǫ, |bi,i − 1| < ǫ et |bi,j | < ǫ
pour i 6= j, alors le polynoˆme P (X,Y ) est strictement positif sur R2.
Dans [Mac00], Mace´ utilise la me´thode de´veloppe´e par Cassels, Ellison et
Pfister pour e´tudier des polynoˆmes de la forme (Y 2+a(X))(Y 2+b(X)) avec
a, b ∈ R(x) des fractions rationnelles positives ou nulles sur R. Il montre
notamment :
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The´ore`me 5 (Mace´) Soit 0 < r < 1 un nombre re´el. Alors le polynoˆme
strictement positif F (X,Y ) := (Y 2 + (X2 + 1)2)(Y 2 + (X2 + 1)2 − r2) n’est
pas une somme de trois carre´s dans R(X,Y ) si les deux conditions suivantes
sont ve´rifie´es :
* r et r(r + 1) ne sont pas des carre´s dans le corps Q(r) ;
* l’un des trois nombres (1− r), (1 + r) et 2 n’est pas un carre´ dans le
corps Q(r).
Les re´sultats pre´sente´s dans [Mac00] ne font intervenir que des courbes
elliptiques de C(X)-rang de Mordell-Weil nul. Certains de ces re´sultats sont
e´tendus en 2005 par Mace´ et Mahe´ dans [MM05] : les courbes elliptiques
qu’ils e´tudient sont de R(x)-rang de Mordell-Weil nul sans eˆtre de C(x)-
rang de Mordell-Weil nul.
The´ore`me 6 (Mace´, Mahe´) Soit P (X,Y ) := Y 4+A(X)Y 2+B(X) avec
A(X) := X4 +
(
1+3r
2
)
X2 + r2 et 4B(X) := X4
(
X2 + r − 14
) (
X2 + 2r − 1)
ou` r > 34 , r 6= 1 est un re´el tel que 6r(4r− 1) et 6r(2r− 1) ne soient pas des
carre´s dans Q(r).
Alors P est une somme de quatre carre´s dans R(x, y) qui n’est pas une
somme de trois carre´s dans R(x, y).
La me´thode de´veloppe´e par Cassels, Ellison et Pfister ne permet d’e´tudier
que des polynoˆmes de la forme Y 4 + A(X)Y 2 + B(X) : cette forme est
indispensable pour de´finir la courbe elliptique centrale a` leur e´tude. En 2001,
Huisman et Mahe´ ge´ne´ralisent la construction de Cassels, Ellison et Pfister
a` l’aide de la notion de point antineutre.
Un R(x)-point P d’une varie´te´ abe´lienne A de´finie sur R(x) est dit an-
tineutre si pour toute cloˆture re´elle k de R(x) le point P n’est pas dans la
composante neutre de A(k) Dans [HM01], Huisman et Mahe´ montrent qu’un
polynoˆme P (X,Y ) de degre´ en Y multiple de 4 est une somme de trois carre´s
dans le corps R(X,Y ) si et seulement si un R(x)-point de la jacobienne de
la R(x)-courbe hyperelliptique C d’e´quation affine z2+P (x, y) = 0 est anti-
neutre.
L’objet cette the`se est de ge´ne´raliser la me´thode de Cassels, Ellison et
Pfister a` l’aide du re´sultat de Huisman et Mahe´. Nous obtenons en parti-
culier une famille d’e´le´ments de R[x, y] de degre´ 8 en y, positifs ou nuls sur
R2, qui ne sont pas somme de trois carre´s dans R(x, y). L’ide´e ge´ne´rale est
de chercher des polynoˆmes P (x, y) tels que le groupe Jac(C)(R(x)) soit de
R(x)-rang de Mordell-Weil nul : Jac(C)(R(x)) est alors e´gal a` sa torsion et
nous n’avons a` tester l’antineutralite´ que d’un nombre fini d’e´le´ments de
Jac(C)(R(x)). Pour montrer la nullite´ du R(x)-rang de Mordell-Weil de la
jacobienne conside´re´e, nous effectuons une 2-descente.
Dans une premie`re partie nous mettons en place tous les outils ne´cessaires
a` notre e´tude ; il s’agit donc principalement d’une partie d’exposition. Nous
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commenc¸ons ainsi par rappeler les re´sultats de Huisman et Mahe´ afin de
reformuler correctement notre proble`me, puis nous expliquons le principe
ge´ne´ral de l’e´tude.
Nous poursuivons cette partie par des rappels concernant la notion de
repre´sentation de Mumford. Soit H une courbe hyperelliptique donne´e par
une e´quation affine de la forme z2 = f(y) avec f unitaire, sans facteur carre´
et de degre´ impair. Un e´le´ment P de Jac(H) est repre´sente´ par un couple
(u, v) de polynoˆmes en y, sa repre´sentation de Mumford. Si un point α de
Jac(H) s’e´crit α = j(α1) + · · · + j(αn) avec j : H −→ Jac(H) l’injection
canonique et αi un point de H, le polynoˆme u code les abscisses des αi
et v les ordonne´es. La repre´sentation de Mumford ne peut pas eˆtre utilise´e
pour toutes les courbes hyperelliptiques. Cependant, les polynoˆmes P (x, y)
positifs ou nuls sur R2 auxquels nous nous inte´ressons dans cette the`se sont
choisis de la forme P (x, y) = (y2 + 1)Q(x, y2) avec Q(x, y) ∈ R[x, y]. Ainsi,
graˆce a` un changement de variable, la repre´sentation de Mumford permet de
manipuler les points de la jacobienne de la courbe hyperelliptique d’e´quation
affine z2 + (y2 + 1)Q(x, y2) = 0.
Soit k un corps de caracte´ristique 0 sur lequel H est de´finie. Le premier
chapitre se termine par la pre´sentation d’un morphisme dont le noyau est
2Jac(H)(k). Ce morphisme a e´te´ introduit par Cassels pour les courbes ellip-
tiques et sa ge´ne´ralisation aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques est
due a` Schaefer. C’est pourquoi nous avons choisi d’appeler ce morphisme
le morphisme de Cassels-Schaefer. Cette caracte´risation des doubles a deux
utilite´s : non seulement elle simplifie l’e´tude de la torsion 2-primaire (cha-
pitre 2), mais elle est e´galement centrale lors de la 2-descente (chapitre 3)
et des calculs de rangs de Mordell-Weil re´alise´s au cours des chapitres 3 et 4.
La deuxie`me partie est consacre´e a` l’e´tude des points de torsion
2-primaire pour deux types de courbes hyperelliptiques. Nous fixons un po-
lynoˆme Q(x, y) ∈ R(x)[y] tel que P (x, y) := (y2 + 1)Q(x, y2) ∈ R(x)[y] soit
positif ou nul sur R2, unitaire, sans facteur carre´, et de degre´ en y multiple
de 4 strictement positif. Nous notons C la courbe hyperelliptique d’e´quation
affine z2 + P (x, y) = 0 et g le genre de C. Nous expliquons tout d’abord
comment ve´rifier qu’un point de Jac(C) est R(x)-rationnel. Nous signalons
aussi qu’un point α ∈ Jac(C)(R(x)) de repre´sentation de Mumford (u, v) est
antineutre si et seulement si
* α est R(x)-rationnel,
* u de degre´ g, et
* u(0) est une somme non nulle de deux carre´s dans R(x) (i.e. une
fraction rationnelle en une variable positive ou nulle sur R).
Si nous souhaitons montrer que P est une somme de trois carre´s, il est
naturel de commencer par chercher un point antineutre parmi les points
de torsion. En fait, e´tudier la torsion 2-primaire suffit : l’existence d’un
e´le´ment de torsion antineutre de Jac(C)(R(x)) est e´quivalente a` l’existence
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d’un e´le´ment de torsion 2-primaire antineutre de Jac(C)(R(x)).
Au cours de la section 2.3.1, nous expliquons comment calculer la torsion
2-primaire de Jac(C)(C(x)) en ite´rant la division par 2.
L’addition dans Jac(C)(C(x)) peut s’effectuer en termes de repre´sentation
de Mumford. En e´crivant la formule de doublement d’un point, nous obte-
nons, pour tout point fixe´ α ∈ Jac(C)(C(x)), une e´quation dont les solutions
correspondent aux repre´sentations de Mumford des points β tels que 2β = α.
Cependant, cette e´quation de division par 2 reste assez complique´e. Une
raison de cette complexite´ est que tous les e´le´ments de Jac(C)(C(x)) ne sont
pas dans 2Jac(C)(C(x)). Afin de simplifier la re´solution de l’e´quation de
division par 2, nous de´cidons de faire appel a` la caracte´risation de Schaefer
des e´le´ments de 2Jac(C)(C(x)).
Nous de´terminons finalement les points de torsion antineutres en ap-
pliquant la me´thode suivante. Nous ve´rifions d’abord la antineutralite´ des
points de 2-torsion. Lorsque le groupe Jac(C)(C(x))[2r] des e´le´ments
2r-torsion de Jac(C)(C(x)) a e´te´ calcule´ nous appliquons a` tout point
α ∈ Jac(C)(C(x))[2r] l’algorithme suivant :
1. de´terminer si l’image πC(α) de α par le morphisme de Cassels-Schaefer
πC (associe´ a` Jac(C)(C(x))) est triviale ;
2. si l’image πC(α) est triviale, trouver un e´le´ment β ∈ Jac(C)(C(x)) tel
que 2β = α (en re´solvant l’e´quation de division par 2 associe´ a` α) :
3. Si πC(α), n’est pas triviale, e´tudier, pour tout T ∈ Jac(C)(k)[2], l’an-
tineutralite´ de T + α.
Ce faisant, nous de´terminons le groupe Jac(C)(k)[2r+1] des e´le´ments
2r+1-torsion de Jac(C)(C(x)). Nous pouvons alors passer a` l’e´tape r + 1.
Cette proce´dure est applique´e a` deux familles de courbes, mais avec deux
optiques diffe´rentes. La premie`re famille est obtenue en prenant
P (x, y) = (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)
avec B, C ∈ R[x] des polynoˆmes re´els positifs ou nuls sur R de degre´s
respectivement 2 et 1 tels que le polynoˆme (1 + C)2 − 4B soit de degre´
1. Cette famille est destine´e a` fournir des exemples d’e´le´ment de R(x)[y]
de degre´ 8 positifs ou nuls sur R2 qui ne sont pas somme de trois carre´s
dans R(x, y). Dans la section 2.4, nous e´nonc¸ons des conditions de ge´ne´ricite´
sur les coefficients B et C assurant que la torsion 2-primaire du groupe
Jac(C)(C(x)) est engendre´e par un e´le´ment de 8-torsion et un e´le´ment de
2-torsion. Nous en de´duisons ensuite que Jac(C)(R(x)) n’a aucun e´le´ment
de torsion antineutre.
Dans la section 2.5 , nous e´tudions des polynoˆmes de la forme
P (x, y) = (y2 + 1)(y2 + a)(y2 + b)(y2 + c)
avec a, b, c ∈ R(x). Le point de vue que nous adoptons est l’oppose´ du
pre´ce´dent : il s’agit ici de trouver des conditions sur les coefficients a, b et c
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sous lesquelles le polynoˆme (y2+1)(y2+a)(y2+b)(y2+c) est somme de trois
carre´s dans R(x, y). Pour cela, nous calculons la 2-torsion et la 4-torsion de
Jac(C)(C(x)), puis nous cherchons a` savoir si l’un des points ainsi trouve´s
est un R(x)-point antineutre. Nous aboutissons finalement au the´ore`me
The´ore`me 7 Soient α, β, et γ ∈ R(x) trois fractions rationnelles non
nulles. Nous supposons que β2 est diffe´rent de γ2. Nous posons
a = 1 + α2(1 + β2)(1 + γ2),
b = 1 + α2(1 + β2)2(1 + γ2) et
c = 1 + α2(1 + β2)(1 + γ2)2.
Alors le polynoˆme P (y) := (y2+1)(y2+ a)(y2+ b)(y2+ c) est somme de
trois carre´s dans R(x, y) :
P (y) =
(
− (a−1)y(y2+a)α + αβγ((1− βγ)y + β + γ)(y2 + 1)
)2
+
(
− (a−1)(y2+a)α + αβγ(1− βγ − (β + γ)y)(y2 + 1)
)2
+
(
(y2 + 1)(y2 + a− βγ))2 .
Au cours des chapitres 3 et 4, nous donnons une famille de polynoˆmes
qui ne sont pas somme de trois carre´s dans R(x, y). Soient η, ω, ρ ∈ R des
re´els et k := Q(η, ω, ρ). Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x+b1)
2−η2 et C(x) := 2(x+b1)+ω2−η2−1. Nous notons
P (x, y) := (y + 1)(y + C(x))(y2 + (1 + C(x))y +B(x)).
Nous supposons que le polynoˆme P (x2, y2) est sans facteur carre´.
Sous certaines conditions de nature arithme´tique dans le corps k, nous
montrons que le polynoˆme P (x2, y2) n’est pas une somme de trois carre´s
dans R(x, y). Pour cela, nous conside´rons la courbe hyperelliptique C sur
R(x) d’e´quation affine z2 + P (x2, y2) = 0.
Lors de la section 2.4, nous e´nonc¸ons des conditions de ge´ne´ricite´ sur les
coefficients B et C sous lesquelles le groupe Jac(C)(R(x)) n’a aucun e´le´ment
de torsion antineutre. Pour montrer que P (x2, y2) n’est pas une somme
de trois carre´s dans R(x, y), il suffit de´sormais de prouver que le rang de
Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est nul. Dans le troisie`me chapitre, nous sim-
plifions l’e´tude du R(x)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne Jac(C)(R(x)).
Nous utilisons tout d’abord la parite´ en y du polynoˆme P (x2, y2) : le rang
de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est la somme des rangs de Mordell-Weil de
Jac(C+)(R(x)) et C−(R(x)) avec
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* C+ la courbe hyperelliptique de genre 2 d’e´quation affine
z2 + yP (x2, y) = 0
* et C− la courbe elliptique d’e´quation affine z2 + P (x2, y) = 0.
Cette simplification est importante pour la suite : montrer directement que
le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est nul engendrerait des calculs
trop importants (le genre de la courbe C est 3).
La parite´ en x du polynoˆme P (x2, y) peut e´galement eˆtre exploite´e. Pour
cela, nous notons, pour tout δ ∈ k(x),
* C+δ la courbe hyperelliptique sur k(x) de genre 2 d’e´quation affine
δz2 + yP (x, y) = 0,
* et C−δ la courbe elliptique sur k(x) d’e´quation affine δz2+P (x, y) = 0.
Le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si C−1 , C−x ,
Jac(C+1 ) et Jac(C+x ) sont de R(x)-rangs de Mordell-Weil nuls.
Au cours des sections 3.3 et 3.4, nous appliquons un lemme de Christie
(voir [Chr76]) pour effectuer une 2-descente. Nous montrons ainsi que le
R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si pour tout
e´le´ment strictement positif ζ de k les k(x)-rangs de Mordell-Weil de C−ζ ,
C−ζx, Jac(C+ζ ) et Jac(C+ζx) sont nuls. La 2-descente est essentielle : le corps
k(x) est plus adapte´ aux calculs de Mordell-Weil que le corps R(x).
Ici, le choix des coefficients B et C n’est pas anodin : nous ne pouvons
effectuer la 2-descente que si les conditions suivantes sont ve´rifie´es :
* les polynoˆmes B, C, B − C et 1− C sont scinde´s sur k,
* le polynoˆme (1 + C(x))2 − 4B(x) est de degre´ 1 et son e´valuation en
0 est un carre´ dans k.
* les polynoˆmes B(x2), C(x2), B(x2)C(x2), B(x2) − C(x2),
(B(x2) − C(x2))(1 − C(x2)) et (1 + C(x2))2 − 4B(x2) ne sont pas
des carre´s dans C(x)
* le polynoˆme 1− C est premier a` x, B, B − C et (1 + C)2 − 4B.
Dans la section 3.5, nous tirons parti de l’existence, pour tout δ ∈ k(x)×,
de deux isoge´nies de Richelot ϕ+ : Jac(C+δ ) −→ Jac(Ĉ+δ ) et ϕ− : C−δ −→ Ĉ−δ .
Ces deux isoge´nies de Richelot nous permettent de simplifier les calculs
de rangs de Mordell-Weil (voir par exemple [CF96]). Ainsi, le R(x)-rang de
Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si, pour tout ζ ∈ k strictement
positif, les images de huit homomorphismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de
C−ζ , C−ζx, Ĉ−ζ , Ĉ−ζx, Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(Ĉ+ζ ) et Jac(Ĉ+ζx).
Le quatrie`me chapitre est consacre´ a` l’e´tude des images de γC−ζ , γC−ζx ,
γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
. Nous utilisons d’abord une proprie´te´ de
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l’image des morphismes de Cassels-Schaefer e´nonce´e et de´montre´e au cours
de la section 3.3.1. Nous de´duisons ensuite de re´ductions modulo certains
e´le´ments premiers de k[x] des conditions de nature arithme´tique sur η, ω
et ρ sous lesquelles la jacobienne de la courbe hyperelliptique C d’e´quation
affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0
est de R(x)-rang de Mordell-Weil nul (voir le the´ore`me 4.6.1). Nous ne don-
nons pas ces conditions ici. Nous e´nonc¸ons cependant deux conse´quences du
the´ore`me 4.6.1.
The´ore`me 8 Soient η, ω, ρ ∈ R trois nombres re´els alge´briquement inde´pen-
dants sur Q. Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que |ω| > 1 + |η|, ω2 − η2 > 2|ω|, et b1 > 1 + ω2−η22 .
Alors le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y).
The´ore`me 9 Soient η := 23, ω := 34 et ρ := 547. Nous posons :
b1 =
ρ2−η2
ω2−η2 +
η2−ω2
4 =
14063
44 ,
B(x) := (x+ b1)
2 − η2 = x2 + 1406322 x+ 1967438251936 et
C(x) := 2(x+ b1) + ω
2 − η2 − 1 = 2x+ 2783522 .
Alors le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
)) ∈ Q(x, y)
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y).
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Chapitre 1
Outils ge´ne´raux.
1.1 Conventions et notations
Nous rappelons tout d’abord quelques de´finitions concernant les courbes
hyperelliptiques.
De´finition 1.1.1 Une courbe hyperelliptique sur un corps k est une courbe
C de´finie sur k munie d’un morphisme de´fini sur k, de degre´ 2 de C vers P1k.
Nous disons aussi que C est une k-courbe hyperelliptique.
Remarque :
La de´finition classique impose aux courbes hyperelliptiques d’eˆtre de
genre supe´rieur ou e´gal a` 2. La de´finition propose´e est une version e´largie :
nous utilisons un meˆme formalisme pour e´tudier les courbes elliptiques et
les courbes hyperelliptiques au sens classique (i.e. de genre supe´rieur ou e´gal
a` 2).
Notations 1.1.2 Si C est une courbe de´finie sur un corps k, nous notons
k(C) le corps de fonctions de C.
De´finition 1.1.3 Soit C une courbe hyperelliptique sur un corps k et ϕ :
C −→ P1k le morphisme de degre´ 2 associe´.
Il existe alors une involution i : C −→ C de´finie sur k et appele´e invo-
lution hyperelliptique telle que ϕ = ϕ ◦ i. L’involution induite par i sur le
corps de fonction k(C) de C est appele´e involution hyperelliptique de k(C).
Les points de C fixe´s par i sont les points de ramification du morphisme
ϕ.
Remarque :
Si C est une courbe hyperelliptique sur un corps de caracte´ristique diffe´rente
de 2, les points de ramification de C sont les points de Weierstrass de C.
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Proposition 1.1.4 Toute courbe hyperelliptique sur un corps k de caracte´ristique
diffe´rente de 2 admet un mode`le affine lisse donne´ par une e´quation de la
forme
y2 = f(x)
avec f un polynoˆme a` coefficients dans k. L’involution hyperelliptique de
k(C) est alors i : k(C) −→ k(C)
A(x, y) 7−→ A(x,−y)
.
Si g de´signe le genre de C, alors le degre´ de f est 2g + 1 ou 2g + 2.
Remarque :
Toutes les courbes hyperelliptiques sont de´sormais suppose´es lisses (sauf
indication contraire). Lorsque nous parlons de la courbe hyperelliptique
d’e´quation affine y2 = f(x) (avec f(x) ∈ R[x]), nous parlons du mode`le
projectif lisse de la courbe affine plane d’e´quation y2 = f(x).
Afin de fixer le vocabulaire, nous pre´cisons e´galement ce que nous enten-
dons par une place d’un corps de fonction :
De´finition 1.1.5 Une place P d’un corps de fonctions F/k est l’ide´al maxi-
mal d’un anneau de valuation quelconque OP de F/k.
Nous notons FP := OP/P le corps re´siduel en la place P. L’entier
deg(P) := [FP : k] est appele´ degre´ de P. La classe d’un e´le´ment f ∈ OP
dans FP est note´e f(P).
Soit t une uniformisante de P. Nous normalisons la valuation vP as-
socie´e a` P en posant :
* vP(0) =∞ et
* vP(z) = n si z = tnu avec u ∈ O×P .
Notations 1.1.6 Dans ce qui suit nous identifions pour toute courbe lisse
C sur un corps k les points ferme´s de C aux places de k(C). Ce faisant nous
obtenons les notions
* de groupe des diviseurs de k(C) (note´ Div(k(C)),
* de valuation vP(D) d’un diviseur D en une place P de k(C),
* de support Supp(D) = {P|vP(D) 6= 0} d’un diviseur D,
* de degre´ deg(D) =
∑
P
vP(D) d’un diviseur D (le groupe des diviseurs
de degre´ 0 de k(C) est note´ Div0(k(C)),
* de diviseur principal div(f) =
∑
P
vP(f)P associe´ a` un e´le´ment de
f ∈ k(C)×,
* de groupe des classes de diviseurs de k(C) (note´ Pic(k(C)))
* et de groupe des classes de diviseurs de degre´ 0 de k(C) (note´ Pic0(k(C))).
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Soit k une cloˆture alge´brique de k. Si D =
∑
i∈I
niPi ∈ Div0
(
k(C)) est un
diviseur et f ∈ k(C) est une fonction telle que Supp(D)∩ Supp(div(f)) = ∅,
nous de´finissons f(D) :=
∏
i∈I
f(Pi)ni ∈ k.
Notations 1.1.7 Soit C une courbe lisse sur un corps k. Nous notons
div : k(C)× −→ Div(k(C)) le morphisme qui envoie une fonction sur le
diviseur principal associe´.
Nous notons cl : Div(k(C)) −→ Pic(k(C)) le morphisme qui envoie un
diviseur sur sa classe d’e´quivalence line´aire.
Notations 1.1.8 Soit A une varie´te´ abe´lienne sur un corps k. Nous notons
A(k) le groupe des points k-rationnels de A.
Soit n ≥ 2 un entier. Nous notons [n] la multiplication par n de A et
A(k)[n] l’ensemble des points de n-torsion du groupe A(k).
1.2 Les sommes de carre´s et la notion de points
antineutres
Cette partie est consacre´e a` l’exposition des re´sultats de [HM01].
Notations 1.2.1 Soit Σ = Gal(C/R) = {1, σ}. Soit 2
R(x) le groupe des
sommes non nulles de deux carre´s dans R(x) (nous rappelons que toute
fraction positive F ∈ R(x) positive ou nulle sur R est une somme de deux
carre´s dans R(x)).
Soient D une courbe de´finie sur R(x), projective, lisse ge´ome´triquement
inte`gre, de genre impair, D′ := D ×Spec(R(x)) Spec(C(x)) sa complexifie´e et
p : D′ −→ D la projection. La courbe D′ est munie d’une action du groupe
Σ qui induit une action de Σ sur le groupe de Picard Pic(C(x)(D′)) de
C(x)(D′).
A la projection p est associe´ un morphisme p∗ de Pic(R(x)(D)) dans
Pic(C(x)(D′)) dont l’image est contenue dans le sous-groupe Pic(C(x)(D′))Σ
des e´le´ment Σ-invariants de Pic(C(x)(D′)).
Lemme 1.2.2 Nous conservons les notations 1.2.1. Nous disposons de la
suite exacte :
0 // Pic(R(x)(D)) p
∗
// Pic(C(x)(D′))Σ δ // H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) // 0.
De´monstration.
Le noyau de div : C(x)(D′)× −→ Div(C(x)(D′)) e´tant C(x)×, nous dis-
posons d’une suite exacte courte de Σ-modules :
0 // C(x)(D′)×/C(x)× div // Div(C(x)(D′)) cl // Pic(C(x)(D′)) // 0.
16
Cette suite exacte courte induit une suite exacte longue en cohomologie
galoisienne dont nous notons δ : Pic(C(x)(D′))Σ −→ H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×)
le morphisme de cobord,
0 // (C(x)(D′)×/C(x)×)Σ div // Div(R(x)(D)) p
∗
// Pic(C(x)(D′))Σ
δ // H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) // H1(Σ,Div(C(x)(D′))).
(1.1)
Comme H1(Σ,C(x)×) est nul, la suite exacte courte de Σ-modules :
0 // C(x)× // C(x)(D′)× // C(x)(D′)×/C(x)× // 0
induit une suite exacte longue en cohomologie galoisienne
0 // R(x)× // R(x)(D)× // (C(x)(D′)×/C(x)×)Σ // 0
Ainsi (C(x)(D′)×/C(x)×)Σ est isomorphe a` R(x)(D)×/R(x)×.
Soit A un diviseur de C(x)(D′). Le diviseur A peut s’e´crire A = A+−A−
avec A+ et A− des diviseurs effectifs a` supports disjoints. Nous supposons
que σ∗(A) = −A, c’est-a`-dire que σ∗(A+) − σ∗(A−) = A− − A+. Cette
dernie`re e´galite´ se re´e´crit A+ + σ∗(A+) = A− + σ∗(A−). Or les diviseurs
A+, σ∗(A+), A− et σ∗(A−) sont effectifs et les supports des diviseurs A+
et A− sont disjoints, donc σ∗(A+) = A− et σ∗(A−) = A+. Cela signifie que
A = A+ − σ∗(A+) est dans Im(1− σ). Ainsi, le groupe
H1(Σ,Div(C(x)(D′))) = Ker(1 + σ)/Im(1− σ)
est trivial.
Nous rappelons que Pic(R(x)(D)) est le quotient de Div(R(x)(D)) par
R(x)(D)×/R(x)×. Ainsi, en utilisant la proprie´te´ universelle du quotient
pour le morphisme p∗ : Div(R(x)(D)) −→ Pic(C(x)(D′))Σ, la suite exacte
1.1 devient :
0 // Pic(R(x)(D)) p
∗
// Pic(C(x)(D′))Σ δ // H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) // 0.  .
Remarque :
Nous prenons cl(A) ∈ Pic(C(x)(D′))Σ la classe d’un diviseur A. Par Σ-
invariance de cl(A), le diviseur A−σ∗A est principal et correspond donc au
diviseur d’une fonction f ∈ C(x)(D′)×. Le diviseur de R(x)(D) associe´ a` la
fonction fσ(f) est 0, donc fσ(f) ∈ R(x)×. Avec ces notations, δ(cl(A)) est
la classe de f dans H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) = Ker(1 + σ)/Im(1− σ).
Notations 1.2.3 L’application 1 + σ : C(x)(D′) −→ R(x)(D) induit un
monomorphisme de groupe η : H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) −→ R(x)×/ 2
R(x) :
si f est un repre´sentant d’un e´le´ment de ∈ H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×), alors
η(f) est la classe de fσ(f). Nous posons ̟ := η ◦ δ.
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Lemme 1.2.4 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2. Nous sup-
posons que −1 n’est pas une somme de deux carre´s dans k. Soit f ∈ k un
e´le´ment de k dont l’oppose´ −f n’est pas un carre´ dans k. Nous avons alors
e´quivalence entre :
1. f est une somme de trois carre´s dans k ;
2. −1 est une somme de deux carre´s dans le corps k(√−f).
De plus, si quatre e´le´ments a1, a2, b1 et b2 de k ve´rifient l’e´galite´
−1 = (a1 + b1
√−f)2 + (a2 + b2
√−f)2, alors
f =
(
b1
b21 + b
2
2
)2
+
(
b2
b21 + b
2
2
)2
+
(
b1a2 − b2a1
b21 + b
2
2
)2
.
De´monstration.
Le cas ou` f est un carre´ dans k e´tant direct, nous supposons que f n’est
pas un carre´ dans k.
Si f est une somme de trois carre´s dans k : nous e´crivons f =
P 21 + P
2
2 + P
2
3 avec Pi ∈ k. Comme f n’est pas un carre´ dans k, l’e´le´ment
P 22 + P
2
3 = f − P 21 est non nul. Nous pouvons donc e´crire dans k(
√−f)
l’e´galite´ −1 = P 21+
√−f2
P 22+P
2
3
. Puisque le quotient de deux sommes de deux carre´s
est une somme de deux carre´s, nous venons d’e´crire −1 comme somme de
deux carre´s dans k(
√−f).
Si −1 est une somme de deux carre´s dans le corps k(√−f) : nous
pouvons e´crire −1 = (a1 + b1
√−f)2 + (a2 + b2
√−f)2 avec ai, bi ∈ k.
En de´veloppant cette e´galite´, nous obtenons f(b21 + b
2
2) = 1 + a
2
1 + a
2
2 +
2
√−f(b1a1 + b2a2). Puisque
√−f n’est pas un e´le´ment de k et que la
caracte´ristique de k est diffe´rente de 2, cette e´galite´ n’est possible que si
(b1a1 + b2a2) = 0 ; nous avons alors f(b
2
1 + b
2
2) = 1 + a
2
1 + a
2
2, c’est-a`-dire
f(b21 + b
2
2)
2 = b21 + b
2
2 + (a
2
1 + a
2
2)(b
2
1 + b
2
2). Comme (b1a1 + b2a2) = 0, nous
savons que (a21+a
2
2)(b
2
1+b
2
2) = (b1a1+b2a2)
2+(b1a2−b2a1)2 = (b1a2−b2a1)2.
Ainsi f =
(
b1
b21+b
2
2
)2
+
(
b2
b21+b
2
2
)2
+
(
b1a2−b2a1
b21+b
2
2
)2
est une somme de 3 carre´s.

De´finition 1.2.5 Un e´le´ment f d’un anneau A est dit totalement positif si
ϕ(f) > 0 pour tout morphisme ϕ : A −→ K ou` K est un corps re´el clos.
S’il n’y a pas de tel morphisme, tout e´le´ment est totalement positif.
Proposition 1.2.6 Soit P (Y ) ∈ R(x)[Y ] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carre´. Soit D un mode`le projectif lisse de la R(x)-
courbe plane C dont une e´quation affine est z2 + P (y) = 0. Nous avons une
e´quivalence entre :
1. P (Y ) est une somme de trois carre´s dans R(x)(Y )
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2. l’image de ̟ contient −1.
De´monstration.
Dans la de´monstration, nous utilisons les objets de´crits dans le lemme
1.2.2 et les notations 1.2.3. Par de´finition deH1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×), l’image
Im(̟) = η(H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×)) contient −1 si et seulement si il existe
une fonction f ∈ C(x)(D′)× telle que fσ(f) = −1. Toute fonction f ∈
C(x)(D′)× s’e´crit f = f1(y)
√−1+f0(y) avec fi(y) ∈ R(x)(D). Ainsi l’image
Im(η ◦ δ) contient −1 si et seulement si il existe deux fonctions f1, f2 ∈
R(x)(D) telles que −1 = (f1(y)
√−1+f2(y))(−f1(y)
√−1+f2(y)) = f21 +f22 .
Pour finir la de´monstration de la proposition 1.2.6, il suffit de faire appel au
lemme 1.2.4. 
Lemme 1.2.7 Soit P (Y ) ∈ R(x)[Y ] totalement positif, unitaire, non cons-
tant, sans facteur carre´ de degre´ pair. Soit D un mode`le projectif lisse de
la R(x)-courbe plane C dont une e´quation affine est z2 + P (y) = 0 et D′ sa
complexifie´e. Nous notons g le genre de D. Soit A ∈ Div(C(x)(D′)) un divi-
seur dont la classe d’e´quivalence line´aire cl(A) ∈ Pic(C(x)(D′)) appartient
a` ̟−1(−1) dans Pic(C(x)(D′))Σ. Alors le degre´ de A a meˆme parite´ que
g − 1.
De´monstration.
Voir [HM01] lemme 6.4 page 671. 
Proposition 1.2.8 Soit P (Y ) ∈ R(x)[Y ] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carre´ de degre´ pair. Soit D un mode`le projectif lisse
de la R(x)-courbe plane C dont une e´quation affine est z2+P (y) = 0 et D′ sa
complexifie´e. Nous notons g le genre de D. Nous supposons g impair. Nous
notons ̟0 la restriction de ̟ a` Pic0(C(x)(D′))Σ. Alors P (Y ) est une somme
de trois carre´s dans R(x)(Y ) si et seulement si l’image de ̟0 contient −1.
De´monstration.
Voir [HM01] the´ore`me 6.5 page 671. 
De´finition 1.2.9 Nous conservons les notations 1.2.3. Soit
P ∈ Pic0(C(x)(D′))Σ = Jac(D)(R(x)). L’e´le´ment P est dit antineutre si
̟(P ) = −1.
Soit A ∈ Div(C(x)(D′)) un repre´sentant de la classe d’e´quivalence line´aire
P. Le diviseur A est dit antineutre si ̟(P ) = −1.
1.3 Le principe ge´ne´ral de l’e´tude
Soit P (x, y) ∈ R(x)[y] un polynoˆme totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carre´ de degre´ divisible par 4. D’apre`s la proposi-
tion 1.2.8, le polynoˆme P (x, y) est une somme de trois carre´s dans le corps
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R(x, y) si et seulement si la jacobienne J de la R(x)-courbe hyperelliptique
C d’e´quation affine z2 + P (x, y) = 0 posse`de un point R(x)-rationnel anti-
neutre.
La strate´gie que nous allons adopter peut se de´composer en deux e´tapes :
1. montrer que J(R(x)) ne posse`de aucun e´le´ment de torsion antineutre,
2. montrer que le R(x)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne J est nul.
Notre attention se porte d’abord sur l’antineutralite´ des R(x)-points de
torsions. Cette e´tude de l’antineutralite´ de la torsion R(x)-rationnelle peut
eˆtre simplifie´e :
Proposition 1.3.1 Soit P (x, y) ∈ R(x)[y] totalement positif, unitaire, non
constant, sans facteur carre´ de degre´ divisible par 4. Soit C la R(x)-courbe
hyperelliptique d’e´quation affine z2+P (x, y) = 0. Soit J la jacobienne de la
courbe C. Soit D un point R(x)-rationnel de la jacobienne J. Soit m ∈ N un
entier impair.
Alors D est antineutre si et seulement si mD est antineutre.
De´monstration.
Nous reprenons les notations 1.2.3. Le morphisme η◦δ de´fini est a` valeurs
dans R(x)×/R(x)[2] qui est un groupe d’exposant 2. L’image d’un double
par η ◦ δ est donc toujours triviale. 
D’apre`s cette proposition, l’existence d’un point de torsion de J(R(x))
antineutre est e´quivalente a` l’existence d’un R(x)-point de torsion 2-primaire
antineutre. Nous cherchons donc a` montrer que :
1. J(R(x)) ne contient aucun e´le´ment de torsion 2-primaire antineutre,
2. le R(x)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne J est nul.
Au cours du chapitre 2, nous utilisons la notion de repre´sentation de
Mumford (expose´e dans la section 1.4) pour calculer la torsion 2-primaire
de J(R(x)) et nous en de´duisons l’existence ou la non existence d’e´le´ments
de torsion de J(R(x)) antineutres.
Lors du chapitre 3, nous expliquons comment un choix judicieux des
coefficients du polynoˆme P (x, y) permet de scinder le calcul du R(x)-rang
de J en huit e´tudes plus simples. En particulier, nous sommes amene´s a`
effectuer une 2-descente en utilisant un lemme de Christie.
La ve´rification des hypothe`ses de ce lemme de Christie ne´cessite de com-
prendre le quotient J(R(x))/2J(R(x)). Cela motive l’introduction (au cours
de la section 1.5) d’un morphisme de groupes πC de noyau 2J(R(x)).
Le chapitre 4 est consacre´ a` la de´termination de conditions de nature
arithme´tique sous-lesquelles le R(x)-rang de Mordell-Weil de J est nul.
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1.4 La repre´sentation de Mumford
Le lecteur de´sirant plus de de´tails sur la notion de repre´sentation de
Mumford pourra consulter [Mum84] ou [Gau00].
The´ore`me 1.4.1 Soit C une courbe sur k projective, lisse, ge´ome´triquement
inte`gre, de genre g, avec un point k-rationnel fixe´ P0. Soit D ∈ Div0(k(C))
un diviseur de degre´ 0.
Il existe alors un unique diviseur effectif E ∈ Div(k(C)) de degre´ minimal
m ≤ g tel que D soit e´quivalent a` E −mP0 et P0 /∈ Supp(E).
De´monstration.
Soit k(C) le corps de fonction de la courbe C. Pour tout diviseur D′ sur C,
nous notons L(D′) := {0} ∪ {h ∈ k(C) | div(h) ≥ −D′} et
l(D′) := dimk(L(D′)).
Si D est principal, nous prenons E := 0 et m := 0. Nous supposons
maintenantD non principal. Si l(D) ≥ 1, il existe h ∈ k(C) tel que div(h)+D
soit effectif. Le diviseur div(h)+D e´tant de degre´ 0, il doit eˆtre nul. Ce n’est
pas possible car D a e´te´ suppose´ non principal. Par suite l(D) = 0.
Soit κ le diviseur canonique de k(C). Par Riemann-Roch, nous avons
pour tout m :
0 ≤ l(D + (m+ 1)P0)− l(D +mP0)
= l(κ−D − (m+ 1)P0) + deg(D + (m+ 1)P0) + 1− g
− (l(κ−D −mP0) + deg(D +mP0) + 1− g)
= l(κ−D − (m+ 1)P0)− l(κ−D −mP0) + 1.
Or l(κ−D−(m+1)P0) ≤ l(κ−D−mP0), donc l(D+mP0) n’augmente que
de 0 ou 1 quand m augmente de 1. Soit m > 0 le plus petit entier tel que
l(D +mP0) > 0. Nous avons l(D +mP0) = 1 et, si nous notons h l’unique
fonction non nulle de L(D +mP0) (a` multiplication par un scalaire pre`s),
E := div(h) + D + mP0 convient. L’unicite´ de m vient de sa minimalite´.

Proposition 1.4.2 Soit C une courbe hyperelliptique sur un corps k de ca-
racte´ristique diffe´rente de 2. Soit g le genre de la courbe C. Nous supposons
que C a un unique point au dessus du point a` l’infini de P1 (qui est k-
rationnel), c’est-a`-dire qu’une e´quation affine de C est de la forme
C : y2 = f(x)
avec f sans facteur carre´ et de degre´ 2g+1 (que l’on peut choisir unitaire).
Soient k[C] := k[x, y]/(y2 − f(x)) l’anneau de coordonne´es de la partie
affine de la k-courbe C et I(k[C]) le groupe des ide´aux fractionnaires de k[C].
Nous notons ∞ l’unique place de k(C) au dessus de la place a` l’infini de
k(x).
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Alors l’application Υ : Div0(k(C)) −→ I(k[C])∑
i∈J
ni(Pi − deg(Pi)∞) 7−→
∏
i∈J
(Pi ∩ k[C])ni
est un isomorphisme. Il induit un isomorphisme de Pic0(k(C)) dans le groupe
des classes d’ide´aux de k[C].
De´monstration.
Soient S l’ensemble des places de k[C] diffe´rentes de ∞ et P (k[C]) l’en-
semble des ide´aux premiers de k[C]. Nous savons que l’application
S −→ P (k[C])
P 7−→ P ∩ k[C]
est bijective (voir par exemple [Sti93] proposition III.2.9,
page 70). Il suffit alors de remarquer que k[C] est un anneau de Dedekind,
pour conclure que Υ est un isomorphisme. 
Proposition 1.4.3 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient P1, · · · ,Pr des places de k(C) et n1, · · · , nr ∈ N.
Alors les ide´aux
r∏
i=1
(
Pi
⋂
k[C]
)ni
et
r⋂
i=1
(
Pnii
⋂
k[C]
)
sont e´gaux.
De´monstration.
Si a et b sont deux ide´aux de k[C] de de´composition en ide´aux premiers
respectivement a =
∏
p premier
pnp(a) et b =
∏
p premier
pnp(b), alors la de´composition
en ide´aux premiers de a ∩ b est a ∩ b =
∏
p premier
pmax(np(a),np(b)) (voir par
exemple [ZS58] chapitre V paragraphe 6 the´ore`me 11). En particulier,
r∏
i=1
(Pi ∩ k[C])ni =
r⋂
i=1
(Pi ∩ k[C])ni et il suffit de montrer que pour toute
place P de k(C) diffe´rente de ∞ et tout n ∈ N, nous avons Pn ∩ k[C] =
(P ∩ k[C])n.
Soit P une place de k(C) diffe´rente de∞. Nous montrons par re´currence
l’e´galite´ Pn ∩ k[C] = (P ∩ k[C])n. Le cas n = 1 est direct.
Supposons que l’e´galite´ Pn−1 ∩ k[C] = (P ∩ k[C])n−1 soit vraie. Nous
e´crivons Pn ∩ k[C] =
∏
p premier
pnp la de´composition en ide´aux premiers de
l’ide´al Pn ∩ k[C]. Puisque
(P ∩ k[C])n ⊂ Pn ∩ k[C] ⊂ Pn−1 ∩ k[C] = (P ∩ k[C])n−1,
nous savons que n ≥ nP∩k[C] ≥ n − 1 et np = 0 si p 6= P ∩ k[C] (c.f. [ZS58]
chapitre V paragraphe 6 the´ore`me 11). Ainsi Pn∩k[C] est e´gal a` (P ∩k[C])n
ou (P∩k[C])n−1 = Pn−1∩k[C]. D’apre`s le the´ore`me d’approximation faible, il
existe une uniformisante t de P appartenant a` k[C]. Puisque tn−1 appartient
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a` Pn−1 ∩ k[C], mais pas a` Pn ∩ k[C], les ide´aux Pn ∩ k[C] et (P ∩ k[C])n−1
sont diffe´rents : Pn ∩ k[C] = (P ∩ k[C])n. 
De´finition 1.4.4 Soit k un corps et k¯ une cloture alge´brique de k. Nous
conservons les notations et hypothe`ses de la proposition 1.4.2. Nous notons
i : k(C) −→ k(C) l’involution hyperelliptique de C. Elle envoie un e´le´ment
A(x, y) ∈ k(C) sur i(A(x, y)) = A(x,−y).
Un diviseur D de degre´ 0 de k(C) est dit semi-re´duit s’il existe un diviseur
effectif E de k(C) de degre´ m ∈ N tel que :
1. D = E −m∞,
2. ∞ /∈ Supp(E),
3. pour toute place non ramifie´e P de k(C), nous avons P /∈ Supp(E) ou
i(P) /∈ Supp(E),
4. pour toute place P de k(C) en laquelle l’extension k(C)/k(x) se ramifie,
vP(E) ∈ {0, 1}.
L’entier m est appele´ poids de D.
Un ide´al entier I de k[C] est dit semi-re´duit si Υ−1(I) est un diviseur semi-
re´duit.
Lemme 1.4.5 Nous reprenons les conditions et notations de la proposition
1.4.2. Soient u ∈ k[x] et v ∈ k[x] deux polynoˆmes tels que u divise v2 − f.
Nous supposons que la valuation de u en les facteurs premiers de f est 0 ou
1. Soit I = (u, y − v) l’ide´al entier de k[C] engendre´ par u et y − v.
Alors Nk(C)/k(x)(I) est engendre´ par u.
De´monstration.
Soit d := pgcd(u, v). L’ide´al Nk(C)/k(x)(I) est engendre´ par
{Nk(C)/k(x)(h)|h ∈ I}. Il contient donc v2 − f = Nk(C)/k(x)(y − v),
u2 = Nk(C)/k(x)(u) et 2uv = Nk(C)/k(x)(−u + y − v) − u2 − (v2 − f). Par
suite, v2 − f et ud appartiennent a` Nk(C)/k(x)(I).
Le polynoˆme u divise v2−f. Nous notons µ le polynoˆme de´fini par uµ =
v2− f. Soit δ := pgcd(d, µ). Les polynoˆmes ud et v2− f = uµ appartiennent
a` Nk(C)/k(x)(I), donc uδ ∈ Nk(C)/k(x)(I).
Comme δ divise v, nous avons v2 − f ≡ −f mod δ2. Or δ divise u et µ,
donc δ2 divise uµ = v2 − f , et donc δ2 divise f. Le polynoˆme f e´tant sans
facteur carre´, δ = 1, et donc Nk(C)/k(x)(I) contient u.
Si h est un e´le´ment de I = (u, y − v), il s’e´crit h = huu+ hv(y − v) avec
hu, hv ∈ k[C], et, sous ces notations,
Nk(C)/k(x)(h) = Nk(C)/k(x)(huu+ hv(y − v))
= (huu+ hv(y − v))(i(hu)u+ i(hv)(−y − v))
= (hui(hu)u− hui(hv)(y + v) + i(hu)hv(y − v))u
+hvi(hv)(v
2 − f).
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Le polynoˆme u divisant v2 − f, les e´le´ments de Nk(C)/k(x)(I) sont tous divi-
sibles par u. Ainsi, Nk(C)/k(x)(I) est engendre´ par u. 
Proposition 1.4.6 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient D ∈ Div0(k(C)) un diviseur semi-re´duit de poids m. Soit
I := Υ(D). L’ide´al I est un ide´al entier de k[C] et il existe un unique couple
(u, v) ∈ k[x]× k[x] tel que :
* I = (u, y − v),
* la valuation de u en les facteurs premiers de f est 0 ou 1,
* u est unitaire,
* degx(v) < degx(u) et
* u divise v(x)2 − f(x).
Le couple (u, v) est appele´ repre´sentation de Mumford de D. Nous notons
D := div(u, v).
De´monstration.
Puisque D est semi-re´duit de poids m, le diviseur D +m∞ est effectif.
L’ide´al I est donc un ide´al entier de k[C]. L’ensemble I ∩k[x] est un ide´al de
k[x]. Il est donc principal. Soit u unitaire tel que I∩k[x] soit l’ide´al engendre´
par u. L’ide´al I/(u) est monoge`ne (voir [ZS58] chapitre V paragraphe 1 co-
rollaire 1). Soient a ∈ k[x] et b ∈ k[x] deux polynoˆmes tels que la classe dans
k[C]/(u) de l’e´le´ment ay+b ∈ k[C] engendre l’ide´al I/(u). Quitte a` multiplier
ay+ b par un e´le´ment inversible de k[x]/(u), nous pouvons supposer que les
facteurs premiers de a sont des facteurs premiers de u. Nous pouvons aussi
choisir a unitaire.
Soit p un facteur premier commun a` a et u. Le polynoˆme b2 − a2f =
(−ay + b)(ay + b) e´tant un e´le´ment de I ∩ k[x], il est divisible par u. Le
polynoˆme irre´ductible p est donc un facteur commun a` a et b2 − a2f. Par
suite, p divise b2 et donc b. Ainsi, l’ide´al I˜ := (p)−1I est entier (engendre´
par up et
a
py+
b
p). Soit P une place de k(C) au dessus de p. Comme div(p) =
P + i(P) − 2∞, les valuations de D = Υ−1(I) = div(p) + Υ−1(I˜) en P et
i(P) sont strictement positives. Ce n’est pas possible : D est semi-re´duit.
Par conse´quent a et u sont premiers entre eux. Cela signifie que a = 1.
Soit v le reste de la division euclidienne de −b par u. Nous avons alors
degx(v) < degx(u). De plus, l’ide´al I est engendre´ par u et y − v.
Le polynoˆme u divise b2 − f donc v2 − f. Soit p un facteur premier
commun a` u et f. Alors p divise v2 = (v2 − f) + f donc v2. Or f est sans
facteur carre´ donc v2 − f = Nk(C)/k(x)(y − v) est de valuation 1 en p. Le
polynoˆme u e´tant un diviseur de v2 − f, il est de valuation 1 en p.
Nous montrons maintenant l’unicite´ du couple (u, v). Celle du polynoˆme
u est une conse´quence du lemme 1.4.5. Supposons qu’il existe v˜ ∈ k[x] tel que
I = (u, y− v˜) et degx(v˜) < degx(u). Alors v˜−v = (y−v)− (y− v˜) ∈ I ∩k[x]
est de degre´ strictement infe´rieur a` degx(u). Le polynoˆme u ne peut donc
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diviser v˜ − v. La de´finition de u impose alors a` v˜ − v d’eˆtre nul. 
Remarque :
Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6. Nous notons E =
D + m∞. Le diviseur E est effectif. Nous l’e´crivons E =
∑
i
niPi avec
Pi = (xi, yi) ∈ k¯ × k¯.
Les polynoˆmes u et v sont les uniques polynoˆmes ve´rifiant
* u(x) =
∏
i
(x− xi)ni ,
* pour tout i, v(xi) = yi,
* degx(v) < m et
* u divise v(x)2 − f(x).
Ainsi, le polynoˆme u de´crit les abscisses des points de E et le polynoˆme
v interpole leurs ordonne´es. La condition u|(v2− f) permet de tenir compte
des multiplicite´s ni dans la de´finition de v.
Proposition 1.4.7 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soit div(u, v) ∈ Div0(k(C)) un diviseur semi-re´duit. Alors :
1. le diviseur div(u, v) + div(u,−v) est le diviseur principal associe´ a la
fonction u ∈ k(C) ;
2. si u se factorise sous la forme u = u1u2 et si vi est le reste de la divi-
sion euclidienne de v par ui, alors div(u, v) = div(u1, v1)+ div(u2, v2).
3. le diviseur div(u, v) est de la forme P − deg(P)∞ pour une certaine
place P de k(C) si et seulement si u est irre´ductible.
De´monstration.
1. Soit p un e´le´ment premier de k[x]. Le polynoˆme f est suppose´ sans facteur
carre´. Il n’est donc pas divisible par p2. Par suite, si p divise v, alors p2 ne
divise pas f−v2. Le polynoˆme p ne peut donc eˆtre un facteur commun a` v, u
et v
2−f
u . Ainsi, les polynoˆmes v, u et
v2−f
u sont premiers entre eux dans leur
ensemble, et il existe a, b, c ∈ k[x] tels que 1 = au+ bv + cv2−fu c’est-a`-dire
tels que u = au2 + buv + c(v2 − f). L’ide´al
(u, y − v)(u, y + v) = (u2, u(y − v), u(y + v), v2 − f)
= (u2, uy, uv, v2 − f)
contient donc le polynoˆme u. L’ide´al (u, y−v)(u, y+v) est donc l’ide´al prin-
cipal engendre´ par u.
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2. De meˆme les polynoˆmes u1, u2 et v doivent eˆtre premier entre eux dans
leur ensemble (car u1u2|(v2 − f)). Par conse´quent, l’ide´al
(u1, y − v)(u2, y − v) = (u1u2, u1(y − v), u2(y − v), (y − v)2)
= (u1u2, u1(y − v), u2(y − v), f + v2 − 2vy)
=
(
u1u2, u1(y − v), u2(y − v), f−v2u1u2 u1u2 + 2v2 − 2vy
)
= (u1u2, u1(y − v), u2(y − v), v(y − v))
contient le polynoˆme y − v. Nous en de´duisons que
(u1, y − v)(u2, y − v) = (u, y − v).
3. Supposons maintenant que le diviseur div(u, v) de la forme P −deg(P)∞
pour une certaine place P de k(C) c’est-a`-dire que l’ide´al (u, y − v) est
premier. L’anneau k[C] e´tant de Dedekind, l’ide´al (u, y − v) est maximal.
Soit p est un facteur premier unitaire de u. L’ide´al (u, y − v) est contenu
dans (p, y−v). Par suite (p, y−v) est e´gal a` (u, y−v) (et dans ce cas, d’apre`s
le lemme 1.4.5, les polynoˆmes u et p doivent eˆtre e´gaux) ou (p, y − v) est
e´gal a` k[C]. Dans ce cas, d’apre`s le lemme 1.4.5, nous avons p = 1, ce qui
contredit l’irre´ductible de p. Les polynoˆmes u et p sont donc e´gaux.
Inversement, si u est irre´ductible alors Nk[C]/k[x]((u, y − v)) est un ide´al
premier. Dans ce cas, par multiplicativite´ de Nk[C]/k[x], l’ide´al (u, y − v) ne
peut eˆtre un produit de deux ide´aux non triviaux de k[C]. 
La proposition suivante explique comment retrouver le poids d’un divi-
seur semi-re´duit a` l’aide de sa repre´sentation de Mumford.
Proposition 1.4.8 Nous reprenons les conditions et notations de la propo-
sition 1.4.2. Soient D = div(u, v) ∈ Div0(k(C)) un diviseur semi-re´duit de
poids m. Alors degx(u) est e´gal a` m.
De´monstration.
Soit I := Υ(D). Comme u engendre Nk(C)/k(x)(I) et Nk(C)/k(x) est mul-
tiplicative, il suffit de prouver la proposition dans le cas ou` I est un ide´al
premier, c’est-a`-dire lorsque u est irre´ductible..
Le morphisme d’anneaux k[C] −→ k[x]/(u)
A(x, y) 7−→ A(x, v(x))
est surjectif. Il in-
duit donc un isomorphisme k[C]/I −→ k[x]/(u). L’extension k[C]/I du corps
k est donc de degre´ degx(u).
La proposition est alors une conse´quence de la remarque suivante : le
poids d’un diviseur de la forme P − m∞ (avec P une place de k(C)) est
le degre´ deg(P) du corps re´siduel OP/P en P (pense´ comme extension du
corps k). 
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The´ore`me 1.4.9 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.
Soit D un diviseur de degre´ 0.
Il existe alors un unique diviseur semi-re´duit D˜ de degre´ infe´rieur ou
e´gal a` g tel que D soit line´airement e´quivalent a` D˜. Le diviseur D˜ est dit
re´duit.
De´monstration.
Le the´ore`me 1.4.1 s’applique et nous donne l’existence et l’unicite´ d’un
diviseur effectif E de degre´ minimal m ≤ g tel que D soit line´airement
e´quivalent a` E −m∞ et ∞ /∈ Supp(E).
Soit P une place de k(C) en laquelle l’extension k(C)/k(x) ne se ramifie
pas. Le diviseur P+i(P)−2∞ est principal car associe´ a` la fonction x−x(P).
Le diviseur E est donc line´airement e´quivalent a` E−(P+ i(P))+2∞. Ainsi,
si P et i(P) appartiennent a` Supp(E), le diviseur E− (P + i(P)) est effectif
et son existence contredit la minimalite´ de m.
Si P 6=∞ est une place de k(C) en laquelle l’extension k(C)/k(x) se ra-
mifie, alors div(x−x(P)) = 2P−2∞ et E est donc line´airement e´quivalent a`
E−2P+2∞. Dans ce cas vP(E) doit eˆtre infe´rieur ou e´gal a` 1 : sinon le di-
viseur E−2P+2∞ est effectif et son existence contredit la minimalite´ de m.
Nous montrons maintenant que D˜ := E −m∞ est le seul diviseur semi-
re´duit de degre´ infe´rieur a` g line´airement e´quivalent a` D. Supposons qu’il
existe un diviseur semi-re´duit D˜′ = E′ −m′∞ line´airement e´quivalent a` D
avec E′ effectif et m′ ≤ g. Il existe ϕ ∈ k(C) telle que D˜′ = D˜ + div(ϕ).
Soit (δ, η) la repre´sentation de Mumford de D˜. Le diviseur principal as-
socie´ a` δ est div(δ) = E + i(E) − 2m∞. Le diviseur associe´ a` ϕδ est donc
div(ϕδ) = E′ + i(E) − (m + m′)∞. Par suite, la fonction ϕδ n’a de poˆle
qu’en l’infini : cette fonction est polynomiale et s’e´crit σ(x) + yτ(x) avec
σ, τ ∈ k[x]. La valuation de y en ∞ est 2g + 1 (donc impaire) et celle de x
est 2. Ainsi, pour des raisons de parite´, v∞(σ(x)) et v∞(yτ(x)) ne peuvent
eˆtre e´gales. Puisque v∞(ϕδ) est infe´rieure a` 2g (car m ≤ g et m′ ≤ g), τ
doit eˆtre nul. Par conse´quent ϕ = ϕδδ =
σ
δ est une fraction rationnelle en
x et le passage de D˜ a` D˜′ ne s’effectue qu’en ajoutant ou retranchant des
diviseurs principaux du type div(x− x(P)) = P + i(P)− 2∞ (P de´signant
une place de k(C)). Les diviseurs D˜ et D˜′ e´tant semi-re´duits, nous avons une
contradiction si D˜ 6= D˜′. 
De´finition 1.4.10 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.
Soit P ∈ Pic0(k(C)). D’apre`s le the´ore`me 1.4.9, la classe d’e´quivalence
line´aire P contient un unique diviseur re´duit D. Soit (u, v) la repre´sentation
de Mumford de D. Le couple (u, v) est appele´ repre´sentation de Mumford de
P et nous notons P =< u, v > .
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Remarque :
La courbe C posse´dant un point rationnel, nous pouvons identifier Jac(C)(k)
et Pic0(k(C)). Nous obtenons ainsi la notion de repre´sentation de Mumford
d’un e´le´ment de Jac(C)(k).
Nous expliquons maintenant comment calculer dans la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique a` l’aide des repre´sentations de Mumford. L’algo-
rithme pre´sente´ ci-dessous est duˆ a` Cantor. Il s’inspire de l’algorithme de
re´duction de Gauss pour les formes quadratiques. Nous y distinguons deux
parties : un algorithme d’addition des diviseurs semi-re´duits et un algorithme
de re´duction des diviseurs semi-re´duits.
Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6. Soient D1 =
div(u1, v1) et D2 = div(u2, v2) deux diviseurs semi-re´duits.
Nous posons d = pgcd(u1, u2, v1 + v2). Il existe s1, s2, s3 ∈ k[x] tels que
d = s1u1 + s2u2 + s3(v1 + v2). Le diviseur D1 +D2 n’est pas semi-re´duit en
ge´ne´ral. Cependant, le polynoˆme d a e´te´ de´fini de telle fac¸on que la diviseur
D3 := D1 + D2 − div(d) soit semi-re´duit. Sa repre´sentation de Mumford
est (u3, v3) avec u3 =
u1u2
d2
et v3 obtenu par application du lemme chinois.
L’algorithme de Cantor commence ainsi par :
Algorithme 1.4.11.1 Algorithme d’addition de Cantor.
Entre´e: Deux diviseurs semi-re´duits D1 = div(u1(x), v1(x)) et D2 = div(u2(x), v2(x)).
Sortie: Un diviseur semi-re´duit D3 = div(u3(x), v3(x)) line´airement e´quivalent a` D1 +D2.
1. Par un algorithme d’Euclide e´tendu, calculer d, s1, s2 et s3 tels que
d = pgcd(u1, u2, v1 + v2) = s1u1 + s2u2 + s3(v1 + v2) ;
2. u3 ←− u1u2d2 ;
3. v3 ←− (s1u1v2 + s2u2v1 + s3u3(v1v2 + f))/d mod u3 ;
4. Retourner div(u3, v3).
Nous simplifions maintenant la re´duction d’un diviseur semi-re´duit. Nous
conside´rons un diviseur D = div(u, v) semi-re´duit que nous supposons non
re´duit. Cantor propose d’effectuer la re´duction graˆce a` l’algorithme suivant :
Algorithme 1.4.11.2 Algorithme de re´duction de Cantor.
Entre´e: Un diviseur semi-re´duit D = div(u, v).
Sortie: L’unique diviseur re´duit D′ line´airement e´quivalent a` D.
1. Tant que degx(u) > g Faire
λ←− le coefficient dominant de f − v2;
u←− f−v2
λu
;
v ←− −v mod u ;
2. Retourner le diviseur D′ = div(u, v).
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Cet algorithme consiste a` utiliser l’algorithme d’addition de Cantor pour
le diviseur D = div(u, v) et le diviseur principal div(y+v) = div(f−v2,−v).
Comme degx(u) ≥ g+1, degx(f) = 2g+1 et degx(u) > degx(v), le degre´ de
u2 est strictement supe´rieur a` celui de f−v2 et donc degx
(
f−v2
u
)
< degx(u).
Ainsi, div(f−v
2
u ,−v mod u) est de poids strictement infe´rieur au poids de
D = div(u, v).
Proposition 1.4.12 Nous conservons les notations de la proposition 1.4.6.
Les points de 2-torsion de Jac(C)(k) sont les < u, 0 > avec u ∈ k[x] un
diviseur de f de degre´ infe´rieur ou e´gal a` g.
De´monstration.
Soit P =< u, v > un e´le´ment de 2-torsion de Jac(C)(k). Il existe h ∈ k(C)
tel que 2div(u, v) = div(h). Nous e´crivons h = ay + b, avec a, b ∈ k(x).
D’apre`s le lemme 1.4.5, les polynoˆmes b2 − a2f = Nk(C)/k(x)(h) et u2 sont
e´gaux a` multiplication par un e´le´ment de k× pre`s. Ainsi, le polynoˆme b2−a2f
est de degre´ infe´rieur a` 2g. Or f est de degre´ 2g + 1, donc a = 0. Par suite,
2div(u, v) = div(u) = div(u, v) + i(div(u, v)) et donc div(u, v) est invariant
sous i : son support n’est constitue´ que de places de k(C) en lesquelles
l’extension k(C)/k(x) se ramifie. 
1.5 Une caracte´risation des doubles dans les jaco-
biennes de courbes hyperelliptiques
Dans cette section, nous construisons le morphisme de Cassels-Schaefer.
Il caracte´rise les doubles dans les jacobiennes de courbes hyperelliptiques
d’e´quation de la forme y2 = f(x) avec f(x) un polynoˆme se´parable, unitaire
de degre´ impair. Sa construction est reprise des articles [Sch95] et [Sch98].
Notations 1.5.1 Soient K un corps de caracte´ristique 0 et K une cloture
alge´brique de K. Nous notons G := Gal(K/K)
Nous conside´rons une courbe hyperelliptique C surK donne´e par une e´quation
affine de la forme
C : y2 = f(x) avec f(x) se´parable, unitaire de degre´ impair.
Nous notons J := Jac(C).
Soit g le genre de la courbe C. Le polynoˆme f(x) est de degre´ 2g + 1.
Nous notons (αi)
2g+1
i=1 ses racines dans K. Soient ∞ l’unique point de C au
dessus du point a` l’infini de P1 et Pi = (αi, 0) pour i = 1, · · · , 2g+1. Soient
W := {P1, · · · , P2g+1,∞} l’ensemble des points de ramification de C et
Div0W (K(C)) := {D ∈ Div(K(C)) | deg(D) = 0,Supp(D) ∩W = ∅}.
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Notations 1.5.2 Soit L := K[T ]/(f(T )), L := K[T ]/(f(T )), A := L×/L×2
et A := L
×
/L
×2
. La classe d’un e´le´ment u de K[T ] dans A sera note´e [u].
Nous de´finissons un morphisme de groupe
φ : Div0W (K(C)) −→ A∑
i∈I
niQi 7−→
[∏
i∈I
(x(Qi)− T )ni
] .
Lemme 1.5.3 Soit P est une place de K(C) de repre´sentation de Mumford
(u, v) avec pgcd(u, f) = 1.
Alors P − deg(P)∞ est e´quivalent a` un e´le´ment D de Div0W (K(C)) et
φ(D) = [(−1)degx(u)u(T )].
De´monstration.
Soit Q1 une place de K(C) au dessus de P. Nous notons r := deg(P). Il
existe σ1, · · · , σr ∈ G tels que le diviseur P − r∞ s’e´crive
r∑
i=1
(σi(Q1)−∞)
dans Div0(K(C)). Nous posons h :=
r∏
i=1
(y − σi(y(Q1))) ∈ K(C). Le diviseur
div(h) est un diviseur principal de K(C).
Nous notons Q1, · · · ,Q2g+1 les places de K(C) (avec multiplicite´s) telles
que div(y − y(Q1)) =
2g+1∑
j=1
Qi. Nous de´signons par inv l’involution hyperel-
liptique de K(C). Nous avons alors :
div(h) =
 r∑
i=1
2g+1∑
j=1
σi(Qj)
− (2g + 1)r∞ et
div(u) =
(
r∑
i=1
σi(Q1)
)
+
(
r∑
i=1
σi(inv(Q1))
)
− 2r∞.
Finalement, le diviseur
D = P − r∞+ div (ugh )
=
r∑
i=1
(gσi(Q1) + gσi(inv(Q1))− σi(Q2)− · · · − σi(Q2g+1))
appartient a` Div0W (K(C)).
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Nous utilisons l’e´galite´ x(Q1) = x(i(Q1)) pour montrer que
φ(D) =
[
r∏
i=1
(x(σi(Q1))− T )2g+1
(x(σi(Q1))− T ) · · · (x(σi(Q2g+1))− T )
]
=
[
r∏
i=1
(x(σi(Q1))− T )2g+1
y(σi(Q1))2 − f(T )
]
=
[
r∏
i=1
(x(σi(Q1))− T )2g+1
y(σi(Q1))2
]
= [
r∏
i=1
(x(σi(Q1))− T )]
= [(−1)degx(u)u(T )]. 
Proposition 1.5.4 L’application φ de´finit par passage au quotient un mor-
phisme Φ : J(K) −→ A.
De´monstration.
Soient D1, D2 ∈ Div0W (K(C)) deux diviseurs line´airement e´quivalents.
Nous voulons montrer que φ(D1−D2) = 1A. Soit h ∈ K(C) tel que div(h) =
D1−D2. D’apre`s la loi de re´ciprocite´ de Weil (voir [Sil92]), nous avons pour
tout i = 1, · · · , 2g + 1
(x−αi)(D1−D2) = (x−αi)(div(h)) = h(div(x−αi)) = h(2Pi−2∞) = h(Pi−∞)2.
Par le lemme chinois, φ(D1 −D2) est donc l’e´le´ment trivial de A. Ainsi
φ(D1 −D2) est l’e´le´ment trivial de A.
Par ailleurs, tout diviseur D ∈ Div0(K(C)) est line´airement e´quivalent a`
un e´le´ment de Div0W (K(C)). L’application φ de´finit donc bien par passage
au quotient un morphisme Φ : J(K) −→ A. 
Notations 1.5.5 Nous rappelons queG de´signe le groupe de GaloisGal(K/K).
Nous disposons d’une suite exacte courte
0 // J(K)[2] // J(K)
[2]
// J(K) // 0.
Cette suite exacte courte induit une suite exacte longue en cohomologie :
0 // J(K)[2] // J(K)
[2]
// J(K)
δ// H1(G, J(K)[2])
// H1(G, J(K))
[2]
// H1(G, J(K)).
Nous en de´duisons par passage au quotient du morphisme δ une suite exacte
0 // J(K)/2J(K)
δ˜ // H1(G, J(K)[2]) // H1(G, J(K))[2] // 0,
ou` H1(G, J(K))[2] de´signe le noyau de l’application
[2] : H1(G, J(K)) −→ H1(G, J(K)).
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Le morphisme δ˜ nous permet de caracte´riser 2J(K). Nous allons mainte-
nant le relier au morphisme Φ de´fini pre´ce´demment. Pour cela, nous utilisons
l’accouplement de Weil e2. Nous rappelons la de´finition de cet accouplement
donne´ dans [Har82] (elle sera utile dans les calculs qui suivent) :
De´finition 1.5.6 Nous conservons les notations 1.5.1 et 1.5.2. Soient
T1 ∈ Pic0(K(C)) et T1 ∈ Pic0(K(C)) deux e´le´ments de 2-torsion de Pic0(K(C)).
Soient D1 ∈ Div0(K(C)) et D2 ∈ Div0(K(C)) des repre´sentants de T1 et T2
respectivement tels que Supp(T1) ∩ Supp(T2) = ∅. Par de´finition, il existe
deux fonctions h1, h2 ∈ K(C) telles que 2D1 = div(h1) et 2D2 = div(h2).
Nous posons alors e2(T1, T2) :=
h2(D1)
h1(D2)
. L’accouplement
e2 : J(K)[2]× J(K)[2] −→ µ2(K)
ainsi de´fini est appele´ accouplement de Weil.
Nous notons e´galement w : J(K)[2] −→
2g+1∏
l=1
µ2(K)
T 7−→ (e2(T, Pi − P∞))2g+1i=1
. En
fait, par le lemme chinois, w peut eˆtre vu comme une application
w : J(K)[2] −→ µ2(L) ou` L := K[T ]/(f(T )).
Remarques :
1. L’accouplement de Weil e2 est bien a` valeurs dans µ2(K) car(
h2(T1)
h1(T2)
)2
= h2(2T1)h1(2T2)
= h2(div(h1))h1(div(h2))
= 1 (par application de la loi de re´ciprocite´ de Weil).
2. Nous obtenons la structure de Gal(K/K)-module de L en faisant agir
Gal(K/K) trivialement sur T .
Cette structure peut aussi eˆtre obtenue en transportant la structure
de Gal(K/K)-module de
2g+1∏
l=1
µ2(K) suivante. Soit σ est un e´le´ment de
Gal(K/K). L’e´le´ment σ induit une permutation τ ∈ S2g+1 telle que
σ envoie αi sur ατ(i). L’action de σ associe a` un e´le´ment β = (βi)
2g+1
i=1
l’e´le´ment τ(β) =
(
σ
(
βτ−1(i)
))2g+1
i=1
.
Proposition 1.5.7 Nous conservons les notations 1.5.1 et 1.5.2. L’accou-
plement de Weil e2 est Z-biline´aire en les deux variables, anti-syme´trique
(et aussi syme´trique), non de´ge´ne´re´ et invariant sous Galois (c’est-a`-dire
que pour tout σ ∈ G, nous avons σ(e2(T1, T2)) = e2(σ(T1), σ(T2))).
En particulier, l’application w : J(K)[2] −→ µ2(L) est injective et
G-invariante (∀σ ∈ G,w ◦ σ = σ ◦ w).
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L’application w : J(K)[2] −→ µ2(L) de´finit par fonctorialite´ une appli-
cation w : H1(G, J(K)[2]) −→ H1(G,µ2(L)).
Il nous faut encore de´finir une dernie`re application : d’apre`s la the´orie
de Kummer ([Ser68]), nous avons un isomorphisme k : H1(G,µ2(L)) −→ A.
En effet, la suite exacte courte
0 −→ µ2(L) −→ L× ×2−→ L× −→ 0
induit une suite exacte longue en cohomologie :
0 −→ µ2(L) −→ L× ×2−→ L× ∆−→ H1(G,µ2(L)) −→ H1(G,L×) −→ · · ·
D’apre`s le the´ore`me d’Hilbert 90, le groupe H1(G,L
×
) est trivial. Nous en
de´duisons par passage au quotient du morphisme ∆ un isomorphisme k−1 :
A −→ H1(G,µ2(L)). Si a ∈ L× et si a˜ est une racine carre´e de a dans L,
alors pour tout σ ∈ G, k−1(a)(σ) = σ(a˜)a˜ .
Lemme 1.5.8 Les applications Φ et k ◦ w ◦ δ sont e´gales.
De´monstration.
Soient P ∈ J(K) ≃ Pic0(K(C)) et Q ∈ J(K) ≃ Pic0(K(C)) tel que
[2]Q = P. D’apre`s le lemme 1.5.3, il existe deux diviseurs D1 ∈ Div0W (K(C)),
D2 ∈ Div0W (K(C)) de classes d’e´quivalence line´aire respectivement P et Q.
Nous pouvons de plus supposer D1 invariant sous G. Soit h ∈ K(C) avec
div(h) = 2D2 −D1.
Le morphisme δ est explicitement de´fini : l’image de D1 par δ est la
classe de cohomologie associe´e au cocycle G −→ J(K)[2]
σ 7−→ σ(D2)−D2
.
Par conse´quent w ◦ δ(P ) est la classe de cohomologie associe´e au cocycle
G −→ µ2(L)) ≃
∏2g+1
l=1 µ2(K)
σ 7−→ (e2(σ(D2)−D2, Pl −∞))2g+1l=1
.
Comme D1 est invariant sous G et div(h) = 2D2 −D1, nous avons
div
(
σ(h)
h
)
= (2σ(D2)− σ(D1))− (2D2 −D1)
= 2σ(D2)− 2D2.
De plus, div(x− αl) = 2(Pl −∞), donc
e2(σ(D2)−D2, Pl −∞) = (x− αl)((σ(D2)−D2)
(σ(h)/h)(Pl −∞)
σ(β)
β
= k−1(β2)
ou` β est l’e´le´ment deH1(G,µ2(L)) associe´ au (2g+1)-uplet
(
(x−αl)(D2)
h(Pl−∞)
)2g+1
l=1
.
Cela signifie que k ◦w ◦ δ(P ) = β2 =
(
(x−αl)(2D2)
h(2Pl−2∞)
)2g+1
l=1
. Nous de´duisons de
la loi de re´ciprocite´ de Weil que h(2Pl− 2∞) = (x−αl)(2D2−D1), et donc
que k ◦ w ◦ δ(P ) =
(
(x−αl)(2D2)
(x−αl)(2D2−D1)
)2g+1
l=1
= ((x− αl)(D1))2g+1l=1 . 
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Proposition 1.5.9 L’application k◦w est un isomorphisme du groupe H1(G, J(K[2]))
dans le noyau de la norme NK/L : L
×/L×2 −→ K×/K×2.
De´monstration.
L’image de w : J(K)[2] −→ µ2(L) est contenue dans le noyau de la
norme NK/L : µ2(L) −→ µ2(K) : si T ∈ J(K)[2], alors
NK/L(w(T )) =
∏2g+1
i=1 e2(T, Pi −∞)
= e2(T,
∑2g+1
i=1 (Pi −∞))
= e2(T, 0) = 1.
De plus, les Z/2Z-espaces vectoriels J(K)[2], µ2(L) et µ2(K) sont dimensions
respectives 2g, 2g + 1 et 1. Nous disposons donc de la suite exacte de G-
modules suivante :
0 // J(K)[2]
w // µ2(L)
NL/K // µ2(K) // 1 .
La suite exacte longue en cohomologie induite est
· · · // µ2(L)
NK/L // µ2(K) // H1(G, J(K)[2])
w // H1(G,µ2(L))
NK/L // H1(G,µ2(K)) // · · ·
En particulier, Im(w : H1(G, J(K)[2]) −→ H1(G,µ2(L))) est e´gal a`
Ker(NK/L : H
1(G,µ2(L)) −→ H1(G,µ2(K))).
Puisque NK/L(−1) = (−1)2g+1 = −1, la norme NK/L : µ2(L) −→ µ2(K)
est surjective. Par conse´quent le morphisme w : H1(G, J(K)[2]) −→ H1(G,µ2(L))
est injectif. Pour conclure il suffit de remarquer que le diagramme suivant
est commutatif :
0 // H1(G,µ2(L))
NL/K

k // L×/L×2
NL/K

// 1
0 // H1(G,µ2(K))
k // L×/L×2 // 1 
The´ore`me 1.5.10 Le noyau de Φ est e´gal a` 2J(K).
De´monstration.
D’apre`s la proposition 1.5.9, l’application k ◦ w est un isomorphisme.
Par ailleurs, l’application δ˜ est une injection, donc l’application k ◦w ◦ δ˜ est
injective. Par suite le noyau de Φ = k ◦ w ◦ δ est bien 2J(K). 
34
Chapitre 2
Etude de la torsion
2-primaire de deux familles
de courbes
2.1 Un changement de variable permettant de re-
pre´senter les points de la jacobienne.
Soit k un sous-corps de R. Soit k′ := k(i). Nous notons σ la conjugaison
complexe sur k et Σ = Gal(k′/k) = {1, σ}.
Soient Q(T ) ∈ k(x)[T ] un polynoˆme unitaire de degre´ g et
P (T ) := (T +1)Q(T ). Nous supposons Q(−1) non nul et P (y2) sans facteur
carre´. Soit C la k(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + P (y2) = 0.
Nous souhaitons repre´senter de manie`re effective les e´le´ments de Jac(C)(k(x))
a` l’aide de la repre´sentation de Mumford. Malheureusement, le polynoˆme P
est de degre´ pair et nous ne pouvons appliquer les re´sultats de la section 1.4.
Cependant la courbe C est isomorphe sur k′(x) a` une courbe C˜ donne´e par
une e´quation affine de la forme t2 = f(s) avec f(s) ∈ k(x)[s] un polynoˆme
de degre´ impair en s. Cette courbe C˜ est obtenue en envoyant a` l’infini un
point de ramification k′(x)-rationnel P0 de C. Le fait que P0 soit un point
de ramification est crucial : e´tant donne´e son e´quation, la courbe hyperel-
liptique C˜ doit avoir un unique point au dessus du point a` l’infini de P1.
Nous mettons en e´vidence un point k′(x)-rationnel.
La courbe C ne posse`de pas de point de ramification k(x)-rationnel en
ge´ne´ral : ces points ont pour abscisses les racines dans k(x) du polynoˆme
P. Nous devons donc commencer par re´aliser un premier changement de
variable qui malheureusement ne de´finit pas un isomorphisme sur k(x) mais
seulement sur k′(x).
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Soit D la k(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine
D : ν2 = (1− µ2)Q(−µ2).
L’application ΓD : k′(x)(C) −→ k′(x)(D)
A(y, z) 7−→ A(iµ, iν)
est un k′(x)-isomorphisme.
De plus, l’involution σD := ΓD ◦ σ ◦ Γ−1D est donne´e par σD(A(µ, ν)) =
σ(A)(−µ,−ν) pour tout A(µ, ν) ∈ k′(x)(D).
La k(x)-courbe D posse`de au moins deux points de ramification
k(x)-rationnels : les points (1, 0) et (−1, 0).
Nous envoyons a` l’infini un point de ramification k′(x)-rationnel
de C.
Plus pre´cise´ment, nous envoyons le point (1, 0) a` l’infini et le point (−1, 0)
en (0, 0). Soit H la k(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine β2 = h(α)
avec
h(α) := −α(α− 1)2gQ
(
−
(
α+ 1
α− 1
)2)
∈ k(x)[S].
Nous conside´rons H comme un reveˆtement de degre´ 2 de P1k(x). Il existe
une homographie de P1k(x) qui envoie 1 en l’infini, −1 en 0 et le point a` l’infini
en 1. Elle induit un isomorphisme ΓH : k(x)(D) −→ k(x)(H)
A(µ, ν) 7−→ A
(
α+1
α−1 ,
2β
(α−1)g+1
)
d’inverse k(x)(H) −→ k(x)(D)
A(α, β) 7→ A
(
µ+1
µ−1 ,
2gν
(µ−1)g+1
) .
Ainsi l’involution σH := ΓH ◦ σD ◦ Γ−1H est de´finie pour tout A(α, β) ∈
k′(x)(H) par σH(A(α, β)) = σ(A)
(
1
α ,
(−1)gβ
αg+1
)
.
Remarque :
L’action de σD sur D e´change les points (1, 0) et (−1, 0). L’image de
(1, 0) par ΓH a e´te´ choisie telle que σH sur H e´change le point a` l’infini et
le point (0, 0).
Nous normalisons.
Le polynoˆme h n’est en ge´ne´ral pas unitaire. En fait, si nous e´crivons
Q(T ) =
g∑
l=0
QlT
l alors h(α) = −α
g∑
l=0
(−1)lQl(α + 1)2l(α − 1)2(g−l) est de
coefficient dominant −
g∑
l=0
((−1)lQl) = −Q(−1). Nous posons d := −Q(−1).
Nous de´signons par fi le coefficient devant α
i+1 dans h(α).
Nous utilisons une homothe´tie afin de nous ramener au cas unitaire :
nous posons s = dα et t = dgβ. Nous avons ainsi un isomorphisme ΓeC entre
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H et la courbe C˜ d’e´quation t2 = f(s) ou`
f(s) = s−d(s− d)2gQ
(
−
(
s+d
s−d
)2)
= s(s2g − f2g−1s2g−1 − f2g−2ds2g−2 − · · · − f0d2g−1).
L’involution τ := ΓeC◦σH◦Γ−1eC est donne´e par τ(A(s, t)) = σ(A)(
d2
s , (−1)g d
g+1t
sg+1
)
pour tout A(s, t) ∈ k′(x)(C˜).
The´ore`me 2.1.1 Soit k un sous-corps de R. Nous notons k′ := k(i) et
Gal(k′/k) = {1, σ}. Soient Q ∈ k(x)[T ] un polynoˆme tel que le polynoˆme
(y2 + 1)Q(y2) soit sans facteur carre´. Soit C la courbe hyperelliptique sur
k(x) d’e´quation affine z2 + (y2 + 1)Q(y2) = 0. Soient g le degre´ de Q et
d = −Q(−1) ∈ k(x). Nous supposons d non nul. Soit C˜ la courbe hyperellip-
tique sur k(x) d’e´quation affine t2 = s−d(s− d)2gQ
(
−
(
s+d
s−d
)2)
.
Alors, l’application Γ : k′(x)(C) −→ k′(x)(C˜)
A(y, z) 7−→ A(i s+ds−d , 2idt(s−d)g+1 )
est un
k′(x)-isomorphisme d’inverse Γ−1 : k′(x)(C˜) −→ k′(x)(C)
A(s, t) 7−→ A(dy+iy−i , 2
gdgigz
(y−i)g+1 )
.
De plus, l’involution τ := Γ◦σ◦Γ−1 envoie un e´le´ment A(s, t) ∈ k′(x)(C˜),
sur τ(A) = σ(A)(d
2
s , (−1)g d
g+1t
sg+1
). En particulier, τ commute a` l’involution
hyperelliptique de C˜.
De´finition 2.1.2 Nous conservons les notations et hypothe`ses du the´ore`me
2.1.1. Nous supposons k = R.
Un point α ∈ Jac(C˜)(C(x))τ = Pic0(C(x)(C˜))τ (le groupe des e´le´ments
τ -invariants de Jac(C˜)(C(x))) est dit τ -antineutre s’il existe un repre´sentant
D ∈ Div(C(x)(C˜)) de la classe d’e´quivalence line´aire α et une fonction
h ∈ C(x)(C) tels que :
* τ(D)−D = div(h) et
* −hτ(h) ∈ 2
R(x) (le groupe multiplicatif des sommes non nulles de 2
carre´s de R(x)).
Corollaire 2.1.3 Nous conservons les notations et hypothe`ses du the´ore`me
2.1.1. Nous supposons k = R. L’isomorphisme Γ induit alors un isomor-
phisme
Γ˜ : Jac(C ×R(x) C(x)) −→ Jac(C˜ ×R(x) C(x))
tel que Γ˜(Jac(C)(R(x))) = Jac(C˜)(C(x))τ .
De plus, un e´le´ment α ∈ Jac(C)(R(x)) est antineutre si et seulement si
Γ˜(α) est τ -antineutre.
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Remarque :
Nous reprenons les notations 1.2.3 (applique´es au cas D := C). Nous po-
sons˜̟ = ̟ ◦ Γ˜−1. La seconde assertion est seulement une traduction du fait
qu’un point α ∈ Jac(C˜)(C(x))τ est τ -antineutre si et seulement si ˜̟ (α)
est la classe de −1 : avec les notations de la de´finition 2.1.2, nous avons
hτ(h) = Γ˜−1(h)σ(Γ˜−1(h)) = ˜̟ (α).
2.2 Comment de´terminer les points antineutres de
la jacobienne ?
Notations 2.2.1 Nous notons Σ = Gal(C/R) = {1, σ}. Soit 2
R(x) le
groupe multiplicatif des sommes non nulles de deux carre´s dans R(x).
Soient Q(Y ) ∈ R(x)[Y ] et P (Y ) := (Y 2 + 1)Q(Y 2). Nous supposons le
polynoˆme P totalement positif, unitaire, sans facteur carre´, de degre´ stric-
tement positif multiple de 4.
Soient g le degre´ de Q et d = −Q(−1) ∈ R(x). Nous supposons d non
nul. Soit f(s) := s−d(s−d)2gQ
(
−
(
s+d
s−d
)2)
. Soit C˜ la courbe hyperelliptique
sur R(x) d’e´quation affine t2 = f(s), c’est-a`-dire
C˜ : t2 = s−d(s− d)
2gQ
(
−
(
s+ d
s− d
)2)
.
Nous notons τ l’involution de C(x)(C˜) qui envoie un e´le´ment A(s, t) ∈
C(x)(C˜), sur τ(A) = σ(A)(d2s ,−d
g+1t
sg+1
) (ici, g est impair donc (−1)g = −1).
Nous notons ∞ la place de C(x)(C˜) au-dessus de la place a` l’infini de
C(x)(s) et P0 la place de C(x)(C˜) d’abscisse 0.
Proposition 2.2.2 Nous conservons les notations 2.2.1.
Soit D = div(u, v) ∈ Div0(C(x)(C˜)) un diviseur re´duit de poids m. Nous
supposons que P0 /∈ Supp(D). Soit e le quotient de la division euclidienne
de m+ 1 = degs(u) + 1 par 2.
Alors le diviseur τ(D) + div(se) est semi-re´duit et τ(D) + div(se) =
div
(
1
u(0)s
2eu
(
d2
s
)
, vˆ
)
avec vˆ le reste de la division euclidienne de − ( sd)g+1 v(d2s )
par s2eu(d
2
s ).
De´monstration.
Nous e´crivons D =
(
r∑
i=1
niPi
)
− m∞ avec Pi des places de C(x)(C˜)
diffe´rentes de ∞ et ni ∈ N. Nous calculons alors τ(D) a` l’aide de l’e´galite´
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τ(∞) = P0. Nous obtenons
τ(D) =
(
r∑
i=1
niτ(Pi)
)
−mP0
=
((
r∑
i=1
niτ(Pi)
)
−m∞
)
−m(P0 −∞).
Ce diviseur n’est pas semi-re´duit : sa valuation en P0 est ne´gative. Pour
re´soudre cette difficulte´, nous conside´rons le diviseur principal div(s) =
2P0− 2∞. Par de´finition de e, nous avons m ≤ 2e ≤ m+1. Par conse´quent,
vP0(τ(D) + div(se)) est e´gale a` 0 ou 1.
Par ailleurs, τ commute a` l’involution hyperelliptique etD est un diviseur
semi-re´duit, donc τ(D) + div(se) est semi-re´duit. Nous notons (uτ , vτ ) la
repre´sentation de Mumford de τ(D) + div(se).
Nous reprenons les notations de la proposition 1.4.2. L’ide´al de C(x)[C]
associe´ a` τ(D) + div(se) est
I := Υ(τ(D) + div(se))
=
(
r∏
i=1
(
τ(Pi)
⋂
C(x)[C]
)ni)
.(P0
⋂
C(x)[C])2e−m
=
(
r⋂
i=1
τ(Pi)ni
)⋂P2e−m0 ⋂C(x)[C].
De l’e´galite´ div(s) = 2(P0 − ∞) nous de´duisons que, pour tout h ∈
C(x)(C) et tout r ∈ Z,
vP(srτ(h)) =
{
vP(τ(h)) = vτ−1(P)(h) si P /∈ {P0,∞}
2r + vP0(τ(h)) = 2r + v∞(h) si P = P0.
(2.1)
Nous appliquons les e´galite´s 2.1 au cas h = u et r = 2e : puisque
* vPi(u) ≥ ni si i 6= 0,
* vP(u) ≥ 0 si P 6=∞,
* v∞(u) = −2 degs(u) (car v∞(s) = −2) et donc v∞(u) = −2m (d’apre`s
le lemme 1.4.8),
le polynoˆme s2eτ(u) = s2eu
(
d2
s
)
appartient a` l’ide´al(
r⋂
i=1
τ(Pi)ni
)⋂
P2(2e−m)0
⋂
C(x)[C] ⊂ I.
Le diviseur D est re´duit donc degs(v) < g. Ainsi, D’apre`s le lemme 1.4.5
et la proposition 1.4.8, nous avons
v∞(t− v) = v∞(div(t− v)) = −degs(v2 − f) = −2g − 1.
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Par conse´quent, en posant h = t− v et r = g + 1 dans les e´galite´s 2.1, nous
montrons que sg+1τ(t− v) = −dg+1t+ sg+1v
(
d2
s
)
appartient a` I.
Soit J l’ide´al de C(x)[C] engendre´ par s2eu
(
d2
s
)
et t − vˆ. Nous venons
de montrer que J ⊂ I.
Nous notons (uτ , vτ ) la repre´sentation de Mumford de τ(D) + div(s
e).
D’apre`s le lemme 1.4.5, uτ engendreNC(x)(C)/C(x)(s)(I) et s2eu
(
d2
s
)
engendre
NC(x)(C)/C(x)(s)(J). Comme J ⊂ I, l’ide´al NC(x)(C)/C(x)(s)(I) contient
NC(x)(C)/C(x)(s)(J) et donc s2eu
(
d2
s
)
. Le polynoˆme uτ divise donc s
2eu
(
d2
s
)
.
Comme u ne s’annule pas en 0, le degre´ de s2eu
(
d2
s
)
est 2e. D’apre`s
la proposition 1.4.8, le degre´ de uτ est le poids de τ(D) + div(s
e). Or
v∞(τ(D)) = vτ−1(∞)(D) = vP0(D) = 0, donc le degre´ de uτ est 2e. Les
polynoˆmes uτ et
s2e
u(0)u
(
d2
s
)
sont unitaires de meˆme degre´s et uτ | s2eu(0)u
(
d2
s
)
,
donc uτ =
s2e
u(0)u
(
d2
s
)
.
Soit w := vτ − vˆ = (t− vˆ)− (t− v) ∈ I. L’ide´al engendre´ par w et t− vτ
est contenu dans I. D’apre`s le lemme 1.4.5, w est soit nul soit un ge´ne´rateur
de NC(x)(C)/C(x)(s)((w, t− vτ )) ⊂ NC(x)(C)/C(x)(s)(I) = (uτ ). Ainsi, w est soit
nul soit divisible par uτ . Le deuxie`me cas est exclu puisque vτ et vˆ sont de
degre´s strictement infe´rieurs a` degs(uτ ). Par suite, w = vτ − vˆ est nul et
donc vτ = vˆ.
Nous avons ainsi montre´ les e´galite´s
uτ =
s2e
u(0)
u
(
d2
s
)
et vτ = vˆ.
Pour conclure, nous utilisons la de´finition de uτ et vτ : le diviseur
τ(D) + div(se) est le diviseur semi-re´duit de repre´sentation de Mumford
(uτ , vτ ). 
Lemme 2.2.3 Nous conservons les notations 2.2.1. Soient u, v1, v2 ∈
C(x)[s] trois polynoˆmes. Soit e ∈ N un entier tel que degs(v1) ≤ e et
degs(v2) ≤ e.
Nous avons alors e´quivalence entre :
* v1 ≡ v2 mod u, et
* seτ(v1) ≡ seτ(v2) mod
(
sdegs(u)τ(u)
)
.
De´monstration.
1. Supposons que v1 ≡ v2 mod u. Il existe alors un polynoˆme q ∈ C(x)[s] tel
que v1 = v2+qu. En appliquant τ a` cette dernie`re e´galite´ puis en multipliant
par se, nous obtenons :
seτ(v1) = s
eτ(v2) + s
e−degs(u)τ(q)sdegs(u)τ(u). (2.2)
40
La fraction rationnelle se−degs(u)τ(q) est en fait un e´le´ment de C(x)[s] car
degs(q) + degs(u) = degs(v1 − v2)
≤ max(degs(v1),degs(v2)) ≤ r.
Ainsi l’e´galite´ 2.2 implique la congruence seτ(v1) ≡ seτ(v2) mod
(
sdegs(u)τ(u)
)
.
2. Supposons maintenant que seτ(v1) ≡ seτ(v2) mod
(
sdegs(u)τ(u)
)
. Puisque
degs(s
eτ(v1)) = e− degs(v1) ≤ e et degs(seτ(v2)) = e− degs(v2) ≤ e, nous
pouvons appliquer le raisonnement du point 1 en remplac¸ant v1 par s
eτ(v1)
et v2 par s
eτ(v2). Ainsi, τ e´tant une involution, nous obtenons
d2ev1 ≡ d2ev2 mod
(
ddegs(u)u
)
,
c’est-a`-dire v1 ≡ v2 mod u. 
The´ore`me 2.2.4 Nous conservons les notations 2.2.1.
Soit α =< u, v > un e´le´ment de Jac(C˜)(C(x)) tel que P0 /∈ Supp(α) (i.e.
tel que u(0) soit non nul). Nous de´signons par vˇ l’unique polynoˆme de degre´
infe´rieur ou e´gal a` deg(u), s’annulant en 0 et congru a` v modulo u.
Alors α est τ -invariant si et seulement si :
* degs(u) est pair, s
degs(u)τ(u) = u(0)u(s) et le reste de la division
euclidienne de − ( sd)g+1 τ(v) par u est v, ou
* u est de degre´ g et
(
s
d
)g+1
τ(vˇ) = vˇ et u(0)(f − vˇ2) = su(s)sgτ(u(s)).
Si α est τ -invariant de poids strictement infe´rieur a` g, alors pour tout point
β ∈ Jac(C˜)(C(x)) nous avons e´quivalence entre :
* β est τ -antineutre et
* α+ β est τ -antineutre.
Si α est τ -invariant de poids g, alors nous avons e´quivalence entre
* α est τ -antineutre et
* u(0) est une somme non nulle de carre´s.
De plus, si α est τ -antineutre, alors −dg−1 = u(0)hτ(h) avec h = t+vˇsu(s) .
De´monstration.
Nous reprenons les notations 1.2.3 (applique´es au cas D := C). Nous
posons ˜̟ := ̟ ◦ Γ˜−1.
Soit e le quotient de la division euclidienne de degs(u) + 1 par 2 et soit
ǫ le reste. Nous notons D := div(u, v).
Soit vˆ le reste de la division euclidienne de− ( sd)g+1 v (d2s ) par sdegs(u)u(d2s ) .
Le polynoˆme s
degs(u)
u(0) u
(
d2
s
)
est unitaire. Nous notons D̂ := div
(
sdegs(u)
u(0) u
(
d2
s
)
, vˆ
)
.
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D’apre`s la proposition 2.2.2, le point α est τ -invariant si et seulement si
le diviseur
τ(D)−D = D̂ + (1− ǫ)(P0 −∞)− div(se)−D
= D̂ − (D + (1− ǫ)(P0 −∞)) + 2(1− ǫ)(P0 −∞)− div(se)
= D̂ − (D + (1− ǫ)(P0 −∞))− div(se−1+ǫ)
est principal. Nous sommes amene´s a` distinguer trois cas (suivant le degre´
de u).
Si degs(u) est impair et infe´rieur a` g − 1 : les diviseurs D̂ et
D + (P0 − ∞) = div (su(s), vˇ) sont re´duits et leurs poids sont de parite´s
distinctes. Ces deux diviseurs ne peuvent donc eˆtre line´airement e´quivalents.
Comme ǫ = 0, le diviseur τ(D)−D n’est pas principal.
Si degs(u) est pair : alors ǫ = 1 et les diviseurs D et D̂ sont re´duits. Par
conse´quent, le diviseur τ(D) − D est principal si et seulement si D = D̂,
c’est-a`-dire si et seulement si u(0)u(s) = sdegs(u)u
(
d2
s
)
et v = vˆ. Dans ce cas,
le diviseur τ(D)−D est le diviseur principal associe´ a` la fonction h := s−e.
Comme hτ(h) = d−2e, l’image ˜̟ (α) est triviale. Or ˜̟ est un morphisme,
donc, pour tout point β ∈ Jac(C˜)(C(x)), nous avons e´quivalence entre :
* β est τ -antineutre et
* α+ β est τ -antineutre.
Si u est de degre´ g : le polynoˆme vˇ est de degre´ strictement infe´rieur a`
degs(su(s)) = g + 1. Par suite, le polynoˆme
f−vˇ2
su(s) est unitaire : le polynoˆme
f est unitaire et
2 degs(vˇ) ≤ 2g < 2g + 1 = degs(f).
Ainsi, comme f − vˇ2 = (t− vˇ)(t+ vˇ), nous avons
div(t+ vˇ) = div
(
f − vˇ2,−vˇ) .
Puisque u est de degre´ g, nous avons ǫ = 0. Nous appliquons l’algorithme
de re´duction de Cantor au diviseur D+P0−∞ = div(su(s), vˇ). Le diviseur
div(su(s), vˇ) est de poids g+1. L’algorithme de re´duction de Cantor s’ache`ve
donc au bout d’une ite´ration. Cette ite´ration s’obtient en e´crivant l’e´galite´
div(t+ vˇ) = div
(
f − vˇ2,−vˇ) = div(su(s),−vˇ) + div(u˜, v˜) (2.3)
avec u˜ = f−vˇ
2
su(s) et v˜ le reste de la division euclidienne de −vˇ par u˜ (c.f. la
proposition 1.4.7, assertion 2, pour une preuve de ces e´galite´s).
Nous appliquons maintenant la proposition 1.4.7, assertion 1 : nous avons
−div(su(s),−vˇ) = div(su(s), vˇ)− div(su(s))
= div(su(s), vˇ) + div
(
1
su(s)
)
.
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Ainsi, nous pouvons reformuler les e´galite´s 2.3 sous la forme
div
(
t+ vˇ
su(s)
)
+ div(su(s), vˇ) = div(u˜, v˜)
Puisque les diviseurs D̂ et div(u˜, v˜) sont re´duits, le diviseur
τ(D)−D = D̂ − (D + P0 −∞)− div(se−1)
= D̂ − div(u˜, v˜)− div(se−1) + div( t+vˇsu(s)).
(2.4)
est principal si et seulement si D̂ = div(u˜, v˜). Ainsi, par unicite´ de la
repre´sentation de Mumford d’un diviseur, le diviseur τ(D) − D est prin-
cipal si et seulement si les deux conditions suivantes sont ve´rifie´es :
1. 1u(0)s
degs(u)σ(u)
(
d2
s
)
= f−vˇ
2
su(s) et
2. − ( sd)g+1 τ(v) ≡ −vˇ mod u˜.
Les degre´s degs(u˜) = degs(f − vˇ2) − degs(su(s)) = 2g + 1 − (g + 1) et
degs(u) = g sont e´gaux. Ainsi, apre`s application de τ a` chacun de ses
membres, la condition 1 se re´e´crit
d2 degs(u)
σ(u(0))
u = sdegs(eu)τ(u˜).
De plus, les polynoˆmes − ( sd)g+1 τ(v) et −vˇ sont de degre´s infe´rieurs ou
e´gaux a` g+1. Ainsi, d’apre`s la proposition 2.2.3, la condition 2 est satisfaite
si et seulement si v ≡ ( sd)g+1 τ(vˇ) mod u.
Le polynoˆme vˇ e´tant de degre´ au plus g, le polynoˆme
(
s
d
)g+1
τ(vˇ) s’an-
nule en 0. La condition 2 se reformule donc finalement sous la forme vˇ =(
s
d
)g+1
τ(vˇ).
Lorsque α est un point τ -invariant de poids g de Jac(C˜), l’e´galite´ 2.4
signifie que τ(D) − D est le diviseur principal associe´ a` la fonction t+vˇseu(s) .
Par conse´quent, ˜̟ (α) est la classe de hτ(h) avec h = t+vˇseu(s) . Par τ -invariance
de α, nous avons s
g+1
dg+1
τ(vˇ) = vˇ. Or g + 1 = 2e, donc
τ(h) =
se
(
−dg+1
sg+1
t+ τ(vˇ)(s)
)
d2eτ(u)(s)
= − s
e(t− vˇ)
sg+1τ(u)(s)
,
et nous pouvons donc e´crire
hτ(h) = − t
2 − vˇ2
su(s)sgτ(u(s))
= − f − vˇ
2
su(s)sgτ(u(s))
.
Nous utilisons une nouvelle fois la τ -invariance de α : nous avons
su(s)sgτ(u(s)) = u(0)(f − vˇ2).
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Ainsi u(0)hτ(h) = −1, et ˜̟ (α) est la classe de −u(0).
La formule annonce´e au cours de la proposition est
u(0)h˜τ(h˜) = −dg−1
avec h˜ := t+vˇsu(s) = s
e−1h. Cette formule se de´montre a` partir de l’e´galite´
u(0)hτ(h) = −1 en remarquant l’e´galite´
se−1τ(se−1) = d2e−2 = dg−1. 
Remarque :
Nous conservons la notation ˜̟ introduite au de´but de la de´monstration.
Comme τ(< s, 0 >)− < s, 0 >= (s−1), l’image ˜̟ (< s, 0 >) est la classe de
s−1τ(s−1) = d−2, c’est-a`-dire la classe triviale.
Nous n’avons pas e´tudie´ la τ -antineutralite´ d’e´le´ments de Jac(C˜)(C(x))
de la forme < su(s), v > . Puisque < s, 0 > est τ -invariant, < u, v mod u >
est τ -invariant si et seulement si < su(s), v > est τ -invariant. Supposons
que cela soit le cas. L’application ˜̟ est un morphisme :
˜̟ (< su(s), v(s) >) = ˜̟ (< s, 0 >). ˜̟ (< u, v mod u >)
= ˜̟ (< u, v mod u >).
De plus, ˜̟ (< u, v modu >) est l’image d’un diviseur de degre´ au plus g− 1
et est donc la classe triviale. Finalement l’image du diviseur < su(s), v > est
triviale et le diviseur < su(s), v > ne peut en aucun cas eˆtre τ -antineutre.
2.3 Comment calculer la torsion 2-primaire ?
2.3.1 Comment diviser par 2 dans la jacobienne ?
Proposition 2.3.1.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient f ∈ k[y]
un polynoˆme de degre´ impair et C la courbe hyperelliptique d’e´quation af-
fine z2 = f(y). Soit div(u0, v0) ∈ Div0(k(C)) un diviseur semi-re´duit. Soit
w ∈ k[y] un polynoˆme sans facteur carre´.
Alors il existe un diviseur semi-re´duit div(u, v) ∈ Div0(k(C)) line´airement
e´quivalent a` div(u0, v0) tel que u et w soient premiers entre eux.
De´monstration.
Puisque l’addition dans Div0(k(C)) est compatible a` la relation d’e´quiva-
lence line´aire, on peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que u0 est e´gal a`
un facteur premier p de w.
Soit d := pgcd
(
v20 − f, wp
)
. Le polynoˆme w se factorise sous la forme
w = dw1.
Les polynoˆmes d et w1 e´tant premiers entre eux (w est sans facteur
carre´), w1 est inversible modulo les facteurs premiers de d. Par conse´quent,
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il existe λ ∈ k non nul tel que, pour tout facteur premier q de d, on ait
λw1 6≡ 2v0 mod d (on peut de´terminer un tel λ en utilisant par exemple le
lemme chinois).
De plus, les polynoˆmes w1p et p e´tant premiers entre eux, 2
w1
p est in-
versible modulo p. On peut donc choisir λ de telle fac¸on que 2λw1p 6≡
v20−f
p mod p.
On conside`re la fonction h := y + v0 − λw1, et on note u := Nk(C)/k(y)(h)p
et v le reste de la division euclidienne de −v0 + λw1 par u. Le diviseur
div(u, v) = div(h)− div(p,−v0) = div
(
h
p
)
+ div(p, v0)
est bien line´airement e´quivalent a` div(p, v0).
Nous allons montrer que les polynoˆmes w et u =
Nk(C)/k(y)(h)
p sont pre-
miers entre eux. Soit q un facteur premier de w. Nous ve´rifions que q ne
divise pas u en distinguant trois cas.
Si q 6= p et q|w1 : comme q divise w1, qui est premier a` v20 − f, le polynoˆme
Nk(C)/k(y)(h) = (−v0 + λw1)2 − f ≡ v20 − f mod q.
n’est pas divisible par q.
Si q|d : comme Nk(C)/k(y)(h) = (−v0 + λw1)2 − f
= v20 − f − 2λv0w1 + λ2w21
≡ λw1(λw1 − 2v0) mod q,
et comme λ a e´te´ choisi tel que d et λw1 − 2v0 soient premiers entre eux, le
polynoˆme irre´ductible q ne divise pas Nk(C)/k(y)(h).
Si q = p : par de´finition de λ, le polynoˆme irre´ductible p ne divise pas
v20−f
p − 2λv0w1p . On en de´duit que p n’est pas un facteur premier de
Nk(C)/k(y)(h)
p =
(v0−λw1)2−f
p
=
v20−f
p − 2λv0w1p + pλ2
(
w1
p
)2
. 
Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient f ∈ k[y] un polynoˆme unitaire
de degre´ impair et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine z2 =
f(y). Au cours de la section 1.5 nous avons rappele´ comment de´finir un
morphisme de noyau 2Jac(C)(k). Le the´ore`me suivant fournit une nouvelle
caracte´risation de 2Jac(C)(k). Cette caracte´risation a pour avantage d’eˆtre
effective.
The´ore`me 2.3.1.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0.
45
Soient f ∈ k[y] un polynoˆme unitaire de degre´ impair et C la courbe
hyperelliptique sur k d’e´quation affine z2 = f(y). Soit < u, v >∈ Jac(C)(k).
On note w := v
2−f
u ∈ k[y].
Alors < u, v >∈ 2Jac(C)(k) si et seulement si il existe trois polynoˆmes
a, q, u1 ∈ k[y] tels que
(−1)deg(u)u21 = a2w + 2qav + q2u (2.5)
et que u1 soit premier avec u.
Supposons que l’e´quation 2.5 ait une solution (a, q, u1) avec a et u1 pre-
miers entre eux et u1 unitaire. On pose
* d := pgcd(a, q, u1),
* a˜ := ad , q˜ :=
q
d , u˜1 :=
u1
d ,
* v˜1 ∈ k[y] l’unique polynoˆme ve´rifiant a˜v˜1 ≡ a˜v + q˜u mod u˜1 et
degy(v˜1) < degy(u˜1).
Alors la classe d’e´quivalence line´aire du diviseur 2div(u˜1,−v˜1) est < u, v > .
De´monstration.
Si < u, v >∈ 2Jac(C)(k) : alors il existe div(u1, v1) ∈ Div0(k(C)) et a,
b ∈ k[y] tel que
2div(u1, v1) + div(u, v) = div(az − b). (2.6)
En appliquant le lemme 2.3.1.1 au diviseur div(u1, v1), on se rame`ne au cas
ou` u et u1 sont premiers entre eux. En terme d’ide´aux, l’e´galite´ 2.6 s’e´crit
(u1, z − v1)2(u, z − v) = (az − b).
En appliquant Nk(C)/k(x) on obtient l’existence de λ ∈ k tel que
λu21u = b
2 − a2f. (2.7)
En fait, comme u et u1 sont unitaires, λ est le coefficient dominant de
b2 − a2f .
Supposons que deg(u) soit pair. Alors b2 − a2f est de degre´ pair. Or b2
est de degre´ pair et a2f est de degre´ impair, donc le monoˆme dominant de
b2 − a2f est celui de b2. Par suite, il existe λ˜ ∈ k× tel que λ = λ˜2. Quitte a`
diviser a et b par λ˜, nous pouvons donc supposer que λ = 1 = (−1)deg(u).
Supposons que deg(u) soit impair. Alors b2−a2f est de degre´ impair. Or
b2 est de degre´ pair et a2f est de degre´ impair, donc le monoˆme dominant
de b2−a2f est celui de −a2f . Le polynoˆme f e´tant unitaire, il existe λ˜ ∈ k×
tel que λ = −λ˜2. Quitte a` diviser a et b par λ˜, nous pouvons donc supposer
que λ = −1 = (−1)deg(u).
Par ailleurs az− b ∈ (u, z− v), donc av− b appartient a` (u, z− v)∩ k[y].
Comme (pgcd(u, av − b), z − v) = (u, z − v), l’unicite´ de la repre´sentation
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de Mumford impose a` u et pgcd(u, av − b) d’eˆtre e´gaux : u divise av − b. Il
existe donc q ∈ k[y] tel que b = av + qu. L’e´galite´ 2.7 s’e´crit alors
(−1)deg(u)u21u = (av + qu)2 − a2f
c’est-a` dire
(−1)deg(u)u21u = a2(v2 − f) + 2qavu+ q2u2.
En divisant par u, on retrouve l’e´quation 2.5.
Si l’e´quation 2.5 a une solution (a, q, u1) avec u1 premier a` u : quitte
a` les diviser par pgcd(a, q, u1), on peut supposer a, q et u1 premiers entre eux
dans leur ensemble. Soit p un facteur premier de a. En re´duisant l’e´quation
2.5 modulo p on obtient
(−1)deg(u)u21 ≡ q2u mod p. (2.8)
Puisque u1 et u sont premiers entre eux, le polynoˆme p ne divise pas u.
De plus, les polynoˆmes a, q et u1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
D’apre`s la congruence 2.8, le polynoˆme p ne divise donc ni q ni u1. Ainsi a
et u21u sont premiers entre eux, et il existe donc un unique polynoˆme v1 avec
degy(v1) < degy(u
2
1u) tel que
av1 ≡ (av + qu) mod (u21u).
L’ide´al (u21u, z − v1) contient az − (av + qu). Par ailleurs,
(−1)deg(u)u21u = u(a2w + 2qav + q2u)
= (av + qu)2 − a2f
= Nk(C)/k(y)(az − (av + qu))
appartient a` l’ide´al I engendre´ par az − (av + qu). Par suite av + qu− av1
appartient a` I (il est divisible par u21u), et donc
a(z − v1) = (az − (av + qu)) + (av1 − (av + qu)) ∈ I.
Or a est inversible modulo u21u ∈ I donc z−v1 ∈ I. Ainsi, l’ide´al (u21u, z−v1)
est engendre´ par az − (av + qu). D’apre`s la proposition 1.4.7, on a donc :
2div(u1, v1) + div(u, v) = div(az − (av + qu))
c’est-a`-dire que 2div(u1,−v1) est line´airement e´quivalent a` div(u, v). 
Remarque :
Dans le cas particulier ou` le diviseur < u, v > est un point de 2-torsion,
c’est-a`-dire lorsque u|f et v = 0, l’e´quation 2.5 est (−1)deg(u)u21 = a2w+q2u.
La condition de primalite´ relative de u1 et u impose a` a d’eˆtre non nulle.
Par suite l’e´quation 2.5 se re´e´crit
(−1)deg(u)w = NK(T2+(−1)deg(u)+1u)/k(y)
(q
a
T + (−1)deg(u)u1
a
)
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avec K(T 2+(−1)deg(u)+1u) := k(y)[T ]/(T
2 + (−1)deg(u)+1u). Lors de la sec-
tion 2.5.1, nous utilisons la multiplicativite´ de NK(T2+(−1)deg(u)+1u)/k(y)
pour
re´soudre l’e´quation 2.5.
2.3.2 L’algorithme de calcul de la torsion 2-primaire
Nous reprenons les notations et hypothe`ses du the´ore`me 2.3.1.2. La 2-
torsion de Jac(C)(k) est connue : elle est constitue´e des points < u, 0 > avec
u ∈ k[y] un diviseur de degre´ au plus g de f. L’ide´e pour calculer la torsion
2-primaire est d’ite´rer la division par 2 tant que c’est possible.
On se place a` l’e´tape r, c’est-a`-dire que l’on suppose que Jac(C)(k)[2r] a
e´te´ calcule´e. On se donne un point α =< u, v >∈ Jac(C)(k)[2r]. On souhaite
trouver un point β ∈ Jac(C)(k) tel que 2β = α. Pour cela nous utilisons le
the´ore`me 2.3.1.2.
Le point α n’est pas toujours un double dans Jac(C)(k). On commence
donc par utiliser le morphisme de Cassels-Schaefer afin de ve´rifier que
α ∈ 2Jac(C)(k). Dans les sections 2.4 et 2.5, cette ve´rification est effectue´e
graˆce a` la proposition :
Proposition 2.3.2.1 Soient k0 un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2,
δ un e´le´ment de k0 et k l’extension quadratique de k0 de´finie par
k := k0[U ]/(U
2 − δ).
Soit g := αU + β ∈ k avec α ∈ k0 non nul et β ∈ k0. Alors g est un
carre´ dans k si et seulement si il existe γ, η ∈ k0 tels que Nk/k0(g) = γ2 et
β+γ
2 = η
2. De plus, s’il existe γ, η ∈ k0 tels que Nk/k0(g) = γ2 et β+γ2 = η2,
alors η 6= 0 et (
α
2η
U + η
)2
= αU + β. (2.9)
Soit β ∈ k0. Alors β est un carre´ dans k si et seulement si β ou δβ est
un carre´ dans k0. De plus, s’il existe η tel que δβ = η
2, alors β = (T−1η)2.
De´monstration.
On veut donner des conditions sur α et β pour qu’il existe a, b ∈ k0 tels
que (aU + b)2 = αU + β c’est a` dire que l’on veut re´soudre le syste`me :{
α = 2ab
β = a2δ + b2
Nous commenc¸ons par nous placer dans le cas ou` α 6= 0. La premie`re
e´quation nous dit que b doit eˆtre non nul et que a = α2b . En reportant
dans la seconde e´quation, on voit qu’alors b doit eˆtre solution de l’e´quation
b4 − βb2 + α2δ4 . Ainsi g est un carre´ dans k si et seulement si le polynoˆme
(T 2 − β2 )2 + α
2δ−β2
4 = (T
2 − β2 )2 −
Nk/k0 (g)
4 a une racine non nulle dans k0.
Si η est une telle racine, alors γ := 2η2 − β ∈ k0 ve´rifie Nk/k0(g) = γ2
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et β+γ2 = η
2. Inversement s’il existe γ, η ∈ k0 tel que Nk/k0(g) = γ2 et
β+γ
2 = η
2, alors η est racine de (T 2 − β2 )2 −
Nk/k0 (g)
4 , et donc
* η 6= 0 (comme α 6= 0, nous avons Nk/k0(g) 6= β2),
* et le carre´ de α2ηU + η est bien αU + β.
Nous supposons maintenant que α = 0. Dans ce cas 2ab doit eˆtre nul et
alors a = 0 ou b = 0. Le cas a = 0 signifie que β = b2. Le cas b = 0 signifie
que β = (Ta)2 = δa2, c’est a` dire que δβ est un carre´ dans k. 
Nous de´terminons les points de torsion τ -antineutres en appliquant la
me´thode suivante. On ve´rifie d’abord la τ -antineutralite´ des points de
2-torsion. Lorsque la τ -antineutralite´ des e´le´ments de Jac(C)(k)[2r] a e´te´
ve´rifie´e nous appliquons a` tout α ∈ Jac(C)(k)[2r] l’algorithme suivant :
1. de´terminer si l’image πC(α) de α par le morphisme de Cassels-Schaefer
πC est triviale ;
2. si πC(α) = 1, trouver un e´le´ment β ∈ Jac(C)(k) tel que 2β = α (en
utilisant les the´ore`mes 2.3.1.2 et 2.3.2.1) ;
3. pour tout T ∈ Jac(C)(k)[2], e´tudier la τ -antineutralite´ de T+β a` l’aide
du the´ore`me 2.2.4.
Ce faisant nous de´terminons les e´le´ments de Jac(C)(k)[2r+1]. Nous pouvons
alors passer a` l’e´tape r + 1.
Application :
Nous conside´rons une famille (Pi)i∈I ∈ R[x, y]I de polynoˆmes positifs
ou nuls sur R2. Nous notons Ci la courbe hyperelliptique d’e´quation affine
z2 + Pi(x, y) = 0. En appliquant la me´thode pre´ce´dente a` la jacobienne
Jac(Ci), nous pouvons trouver des sous-familles de (Pi)i∈I dont les e´le´ments
sont des sommes de trois carre´s dans R(x, y).
Une telle de´marche est effectue´e au cours de la section 2.5 pour les po-
lynoˆmes de la forme Pa,b,c(x, y) := (y
2+1)(y2+a(x))(y2+b(x))(y2+c(x)) ou`
a, b, c ∈ R(x) sont trois fractions rationnelles positives ou nulle sur R.
2.4 Les polynoˆmes de la forme (y2+1)(y2+C)(y4+
(1 + C)y2 + B).
Notations 2.4.1 Soient B et C deux e´le´ments de R(x). Nous supposons le
polynoˆme P (x, y) := (y2+1)(y2+C)(y4+(1+C)y2+B) sans facteur carre´
c’est-a`-dire
* C diffe´rent de 0 et 1,
* B diffe´rent de 0 et (1+C)
2
4 (le discriminant de (y
4 + (1 + C)y2 + B)
est 16B((1 + C)2 − 4B)2).
* B diffe´rent de C (ainsi les polynoˆmes (y2 + 1)(y2 + C) et
(y4 + (1 + C)y2 +B) sont premiers entre eux)
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Soit C la R(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C)(y4 + (1 + C)y2 +B) = 0.
Soit J la jacobienne de la courbe C.
Nous souhaitons montrer que J(R(x)) ne contient pas d’e´le´ment de torsion
antineutre. Pour cela nous utilisons le the´ore`me 2.1.1. Ce faisant, nous in-
troduisons de nouvelles notations.
Notations 2.4.2 Nous posons d := (1− C)(B − C),
g1(s) =
−(s+d)2+(s−d)2
−4d = s,
g2(s) =
−(s+d)2+C(s−d)2
C−1
= s2 + 2(1 + C)(B − C)s+ (1− C)2(B − C)2 et
g3(s) =
(s+d)4−(1+C)(s+d)2(s−d)2+B(s−d)4
B−C
= s4 + 4(1− C)(1−B)s3 + 2(1− C)2(B − C)(4 + 3B + C)s2
+4(1− C)3(B − C)2(1−B)s+ (1− C)4(B − C)4.
D’apre`s le the´ore`me 2.1.1, la courbe C est birationnellement e´quivalente
sur C(x) a` la courbe C˜ d’e´quation affine
C˜ : t2 = f(s) avec f(s) = g1(s)g2(s)g3(s).
Soit J˜ la jacobienne de la courbe C˜.
On note σ la conjugaison complexe et
τ : C(x)(C˜) −→ C(x)(C˜)
a(s)t+ b(s) 7−→ −σ(a)
(
d2
s
)
d4t
s4
+ σ(b)
(
d2
s
)
.
Pour i = 1, 2, 3, on pose ki := C(x)[T ]/(gi(T )). Soient
πeC : J˜(C(x)) −→ k×1 /k×21 × k2/k×22 × k3/k×23
le morphisme de Cassels-Schaefer associe´ a` J˜(C(x) et πeC,i : J˜(C(x)) −→ ki/k×2i
sa i-e`me coordonne´e. Si α est est la classe d’e´quivalence line´aire d’un divi-
seur semi-re´duit div(u, v) avec u premier a` gi, alors πeC,i(α) est la classe de
(−1)deg(u)u(T ) dans ki/k×2i .
Nous reformulons nos deux proble`mes a` l’aide du the´ore`me 2.1.1 : nous
voulons montrer que J˜(C(x))τ ne contient pas d’e´le´ment de torsion 2-primaire
antineutre.
Il nous faut tout d’abord calculer J˜(C(x))[2]. Cela revient a` factoriser le
polynoˆme f(s), c’est-a`-dire les polynoˆmes g2(s) et g3(s).
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Lemme 2.4.3 Le polynoˆme U4 − (1 + C)U2 + B n’est un produit de deux
polynoˆmes de degre´ 2 que dans les deux cas suivants :
* (1+C)2−4B = µ2 pour un certain µ ∈ C(x) et alors la factorisation
de U4 − (1 + C)U2 +B est
U4 − (1 + C)U2 +B =
(
U2 − (1 + C) + µ
2
)(
U2 − (1 + C)− µ
2
)
;
* Il existe µ, ν ∈ C(x) tels que B = ν2 et 1+C +2ν = µ2. Dans ce cas
la factorisation de U4 − (1 + C)U2 +B est
U4 − (1 + C)U2 +B = (U2 + µU + ν)(U2 − µU + ν).
De´monstration.
Soient α, β, γ, δ ∈ C(x) ve´rifiant (U2 + αU + β)(U2 + γU + δ) =
U4 − (1 + C)U2 +B, c’est-a`-dire tels que
α+ γ = 0, β + δ + αγ = −1− C, αδ + γβ = 0 et βδ = B.
La premie`re e´quation nous dit que γ = −α. En remplac¸ant dans la troisie`me
e´quation, on voit que α(δ − β) = 0. On a donc deux possibilite´s : α = 0 et
β = δ.
Si α = 0 : les e´quations de´finissant α, β, γ et δ sont α = γ = 0, δ = −1−C−β
et β2 + (1 + C)β + B = 0. Cette dernie`re e´quation n’a de solution que si
(1 + C)2 − 4B = µ2 pour un certain µ ∈ C(x) et dans ce cas ses solutions
sont −1+C+µ2 et −1+C−µ2 . Le cas ou` α = 0 correspond au premier cas e´nonce´
dans la proposition.
Si β = δ : les e´quations sont alors : γ = −α, δ = β, β2 = B et
2β − α2 = −1 − C. Nous sommes dans le deuxie`me cas annonce´ dans la
proposition avec µ = α et ν = β. 
Proposition 2.4.4 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2. Nous sup-
posons que B, C et (1 + C)2 − 4B ne sont pas des carre´s dans C(x).
La 2-torsion de J˜(C(x)) est alors constitue´e de l’e´le´ment neutre et des
trois points < g1, 0 >, < g2, 0 > et < g1g2, 0 > .
De´monstration.
Tout d’abord remarquons que U4−(1+C)U2+B est un polynoˆme en U2.
Si le polynoˆme U4−(1+C)U2+B admet une racine α, alors−α est e´galement
racine de U4−(1+C)U2+B. Dans ce cas, U4−(1+C)U2+B est un produit
de deux polynoˆmes de degre´ 2. Ainsi, le polynoˆme U4−(1+C)U2+B est soit
irre´ductible soit un produit de deux polynoˆmes de degre´ 2. Nous de´duisons
donc du lemme 2.4.3) que le polynoˆme U4− (1+C)U2+B est irre´ductible.
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Supposons que g3(s) soit un produit de deux polynoˆmes P1, P2 ∈ C(x)[s].
Pour i = 1 ou 2, on pose Qi :=
(
U−1
2d
)deg(Pi) Pi (dU+1U−1) ∈ C(x)[U ]. Nous
e´valuons
g3(s) = (s− d)4
((
s+ d
s− d
)4
− (1 + C)
(
s+ d
s− d
)2
+B
)
en s = dU+1U−1 en utilisant les e´galite´s U =
s+d
s−d et s− d = 2dU−1 . On obtient
U4 − (1 + C)U2 +B =
(
U − 1
2d
)4
g3
(
d
U + 1
U − 1
)
= Q1(U)Q2(U).
Puisque U4−(1+C)U2+B est irre´ductible, Q1 ou Q2 doit eˆtre constant
et donc P1 ou P2 est eˆtre constant. Nous avons ainsi montre´ que g3(s) est
irre´ductible.
Par ailleurs, C n’e´tant pas un carre´ dans C(x), le polynoˆme
g2(s) = s
2 − 2(1 + C)(B − C)s+ (1− C)2(B − C)2
= (s− (1 + C)(B − C))2 − 4C(B − C)2
n’a pas de racine dans C(x) et est donc irre´ductible sur C(x). Pour conclure il
suffit de rappeler que J˜(C(x))[2] est l’ensemble des points de repre´sentations
de Mumford < u(s), 0 > avec u(s) ∈ C(x)[s] un polynoˆme de degre´ au plus
3 divisant f(s) = sg2(s)g3(s). 
Proposition 2.4.5 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2. Nous sup-
posons de plus que B, C et (1+C)2− 4B ne sont pas des carre´s dans C(x).
Si le point < g1, 0 > est un double dans J˜(C(x)), alors l’une des deux condi-
tions suivantes est ve´rifie´e
* (B − C) ∈ C(x)×2, ou
* B(B − C) ∈ C(x)×2 et C(B − C) ∈ C(x)×2.
En particulier, si B − C et BC ne sont pas des carre´s dans C(x), alors
< g1, 0 > n’est pas un double dans J˜(C(x)).
De´monstration.
On rappelle que k2 = C(x)[T ]/(g2(T )) et k3 = C(x)[T ]/(g3(T )). L’image
de πeC est contenue dans le noyau de l’application
(C(x)×/C(x)×2)× (k×2 /k×22 )× (k×3 /k×23 ) −→ C(x)×/C(x)×2
(α1, α2, α3) 7−→ α1Nk2/C(x)(α2)Nk3/C(x)(α3)
.
Ainsi, πeC,1(< g1, 0 >) est la classe deNk2/C(x)(−T )Nk3/C(x)(−T ) dans C(x)×/C(x)×2.
Par suite, < g1, 0 > est un double dans J˜(C(x)) si et seulement si les classes
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de −T dans k2 et k3 sont des carre´s.
On commence par donner des conditions ne´cessaires et suffisantes pour
que la classe de −T dans k2 soit un carre´. Soient
L2 := C(x)[U ]/(U
2−4C(B−C)2) et ϕ2 : L2 −→ k2
U 7−→ T + (1 + C)(B − C).
Le morphisme ϕ2 est un isomorphisme. Il induit par passage au quotient
un isomorphisme L×2 /L
×2
2 −→ k×2 /k×22 . L’image de −U + (1 + C)(B − C)
par ce morphisme e´tant −T, notre proble`me est de de´terminer si
−U + (1 + C)(B − C) est un carre´ dans L2. La norme
NL2/C(x)(−U − (1 + C)(B − C)) = ResU ( −U + (1 + C)(B − C),
U2 − 4C(B − C)2)
= (1− C)2(B − C)2
est bien un carre´ dans C(x). La proposition 2.3.2.1 affirme donc que
−U − (1 + C)(B − C) est un carre´ dans L2 si et seulement si
(1+C)(B−C)+(1−C)(B−C)
2 = B − C ou (1+C)(B−C)−(1−C)(B−C)2 = C(B − C)
est un carre´ dans C(x). Cela se traduit par : −T est un carre´ dans k2 si et
seulement si (B − C) ou C(B − C) est un carre´ dans C(x).
Il reste a` e´tudier la classe de −T dans k3. On pose
M3 := C(x)[V ]/(V
2 − (1 + C)V +B),
L3 :=M3[U ]/(U
2 − V ) = C(x)[U ]/(U4 − (1 + C)U2 +B), et
ϕ3 : k3 −→ L3
T 7−→ dU+1U−1 .
L’isomorphisme ϕ3 est correctement de´fini : B e´tant diffe´rent de C, les
polynoˆmes U − 1 et U4− (1+C)U2+B sont premiers entre eux et la classe
de U − 1 dans L3 est inversible. L’isomorphisme ϕ3 induit par passage au
quotient un isomorphisme k×3 /k
×2
3 −→ L×3 /L×23 .
L’image de −T par ϕ3 e´tant −dU+1U−1 , nous nous demandons si
d(1 − V ) = −d(U − 1)2U+1U−1 est un carre´ dans L3. Comme d(1 − V ) est
un e´le´ment de M3, il ne peut eˆtre dans L
×2
3 que si d(1 − V ) ∈ M×23 ou
dV (1 − V ) ∈ M×23 . En particulier, lorsque < g1, 0 > est un double dans
J˜(C(x)),
NM3/C(x)(d(1− V )) = d2ResV (1− V, V 2 − (1 + C)V +B)
= d2(1− (1 + C) +B)
= d2(B − C)
ou NM3/C(x)(dV (1− V )) = d2ResV (V (1− V ), V 2 − (1 + C)V +B)
= d2B(B − C)
appartient a` C(x)×2. 
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Notations 2.4.6 Soit n ∈ N∗. Nous de´signons par [n] la multiplication par
n dans J˜(C(x)).
Proposition 2.4.7 Nous conservons les notations 2.4.1 et 2.4.2.
Le point < g1g2, 0 > est e´gal a` [2](< (T − d)2, 16d2T − 8d3 >) = [4](<
T − d, 8d3 >). En particulier, < T − d, 8d3 > est un e´le´ment de 8-torsion de
J˜(C(x)).
De plus, le point < (T − d)2, 16d2T − 8d3 > n’est pas τ -invariant.
De´monstration.
Nous appliquons le the´ore`me 2.3.1.2 avec u = g1g2, w = −g3 et v = 0.
Pour cela, nous conside´rons l’e´galite´
(U2 − 1)(U2 − C)− (U4 − (1 + C)U +B) = C −B
et nous effectuons le changement de variable U = s+ds−d . On obtient ainsi
l’e´galite´
4d(1− C)g1(s)g2(s)− (B − C)g3 = −(B − C)(s− d)4.
On pose u1 := (s−d)2, q := 2(1−C) et r le reste de la division euclidienne
de v1 := qg1g2 par u1. Nous venons de montrer que le couple (u, q) est
solution de l’e´quation :
−u21 = −g3 + q2g1g2,
c’est-a`-dire de l’e´quation
(−1)deg(u)u21 = a2w + 2qav + q2u
avec a := 1. Nous pouvons donc appliquer le the´ore`me 2.3.1.2 :
< g1g2, 0 >= [2] < u, r >.
Le reste de la division euclidienne de g2(s) = s
2+2(1+C)(B−C)s+d2
par (s− d)2 est 2(1 + C)(B − C)s+ 2ds = 4(B − C)s, donc
v1 = 2(1− C)sg2 ≡ 8ds2 mod (s− d)2
≡ 16d2s− 8d3 mod (s− d)2.
On en de´duit que r = 16d2s− 8d3.
Il nous reste a` ve´rifier que < u1, r > n’est pas τ -invariant. Nous calculons
la re´duction de
−s
4
d4
τ(r) = −8s
4
d2
(
2d2
s
− d
)
= 8
s4
d
− 16s3
modulo (s− d)2 a` l’aide des congruences
s3 = ((s− d) + d)3 ≡ 3d2(s− d) + d3 mod (s− d)2 et
s4 = ((s− d) + d)4 ≡ 4d3(s− d) + d4 mod (s− d)2.
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On obtient :
− s4
d4
τ(r) ≡ 8(4d2(s− d) + d3)− 16(3d2(s− d) + d3) mod (s− d)2
≡ −16d2(s− d)− 8d3 mod (s− d)2
≡ −r mod (s− d)2.
Le the´ore`me 2.2.4 nous assure donc que le point < (s − d)2, r > n’est pas
τ -invariant. 
Corollaire 2.4.8 Soient B et C deux e´le´ments de R(x). Soit C la courbe
hyperelliptique d’e´quation affine
z2 + (y2 + 1)(y2 + C)(y4 + (1 + C)y2 +B) = 0.
Soit J la jacobienne de la courbe C. On suppose que B, C, BC, B − C,
(B − C)(1− C) et (1 + C)2 − 4B ne sont pas des carre´s dans C(x).
Alors la torsion 2-primaire de J(C(x)) est de cardinal fini.
De´monstration.
Comme C est non nul, le polynoˆme y2+C est sans facteur carre´. De plus,
1− C est non nul donc y2 + 1 et y2 + C sont premiers entre eux. De meˆme
B−C est non nul donc (y2+1)(y2+C) et y4+(1+C)y2+B sont premiers
entre eux. Or le discriminant 16B((1 − C)2 − 4B)2 de y4 + (1 + C)y2 + B
est non nul, donc le polynoˆme (y2+1)(y2+C)(y4+(1+C)y2+B) est sans
facteur carre´.
Nous reprenons les notations 2.4.2 : nous posons d := (1− C)(B − C),
g1(s) := s,
g2(s) :=
−(s+d)2+C(s−d)2
C−1 et
g3(s) :=
(s+d)4−(1+C)(s+d)2(s−d)2+B(s−d)4
B−C
La courbe C est birationnellement e´quivalente a` la courbe hyperelliptique C˜
d’e´quation affine
C˜ : t2 = f(s) avec f(s) = g1(s)g2(s)g3(s).
Soit J˜ la jacobienne de la courbe C˜.
D’apre`s la proposition 2.4.4, la 2-torsion C(x)-rationnelle de J˜ est en-
gendre´e par < g1, 0 > et < g2, 0 >, c’est-a`-dire par < g2, 0 > et
< g1g2, 0 >= [4] < T − d, 8d3 > .
Soit T un point de 4 -torsion. Alors 2T est un point de 2-torsion : il existe
n1, n2 ∈ {0, 1} tels que [2]T = [n1] < g2, 0 > +[4n2] < T − d, 8d3 > . Or,
d’apre`s la proposition 2.4.5, le point < g2, 0 > n’appartient pas a` 2J˜(C(x)),
donc n1 = 0. Ainsi, le groupe des points C(x)-rationnels de 4-torsion est
engendre´ par < g2, 0 > et [2] < T − d, 8d3 > .
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Nous montrons de meˆme que le groupe des points C(x)-rationnels de
8-torsion est engendre´ par < g2, 0 > et < T − d, 8d3 > .
Soit πeC le morphisme de Cassels-Schaefer associe´ a` J˜(C(x)). Un point
< u, v > appartient a` 2J˜(C(x)) si et seulement si son image par πeC est
triviale. En particulier, si < u, v >∈ 2J˜(C(x)) et si u est premier a` f , alors
(−1)deg(u)u(0) est un carre´ dans C(x).
Supposons qu’il existe un e´le´ment de 16-torsion de J˜(C(x)) qui ne soit
pas de 8-torsion. Le double de T est alors de la forme
< T − d, 8d3 > +n < g2, 0 > avec n ∈ {0, 1}. Or πeC est un morphisme
de groupe et (−1)deg(g2)g2(0) = d2, donc d = (−1)degT (T−d)(0 − d) est un
carre´ dans C(x). Ceci est en contradiction avec les hypothe`ses. Les e´le´ments
de 16-torsion de J˜(C(x)) sont donc tous de 8-torsion. Par suite, la torsion
2-primaire J(C(x)) est de cardinal fini. 
The´ore`me 2.4.9 Soient B et C deux e´le´ments distincts de R(x). On sup-
pose que B, C, BC, B − C et (1 + C)2 − 4B ne sont pas des carre´s dans
C(x). Soit C la courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C)(y4 + (1 + C)y2 +B) = 0.
Alors Jac(C)(R(x)) ne contient aucun point de torsion antineutre.
De´monstration.
Comme C est non nul, le polynoˆme y2+C est sans facteur carre´. De plus,
1− C est non nul donc y2 + 1 et y2 + C sont premiers entre eux. De meˆme
B−C est non nul donc (y2+1)(y2+C) et y4+(1+C)y2+B sont premiers
entre eux. Or le discriminant 16B((1 − C)2 − 4B)2 de y4 + (1 + C)y2 + B
est non nul, donc le polynoˆme (y2+1)(y2+C)(y4+(1+C)y2+B) est sans
facteur carre´.
Nous reprenons les notations 2.4.2 : nous posons d := (1− C)(B − C),
g1(s) := s,
g2(s) :=
−(s+d)2+C(s−d)2
C−1 et
g3(s) :=
(s+d)4−(1+C)(s+d)2(s−d)2+B(s−d)4
B−C
La courbe C est birationnellement e´quivalente a` la courbe hyperelliptique C˜
d’e´quation affine
C˜ : t2 = f(s) avec f(s) = g1(s)g2(s)g3(s).
Soit J˜ la jacobienne de la courbe C˜. Soient σ la conjugaison complexe et
τ : C(x)(C˜) −→ C(x)(C˜)
a(s)t+ b(s) 7−→ −σ(a)
(
d2
s
)
d4t
s4
+ σ(b)
(
d2
s
)
.
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D’apre`s la proposition 2.4.4, la 2-torsion C(x)-rationnelle de J˜ est en-
gendre´e par < g1, 0 > et < g2, 0 > . Puisque s
2τ(s) = d2s et
s2τ(g2(s)) =
s2
C−1τ(−(s+ d)2 + C(s− d)2)
= d2−(s+d)
2+C(s−d)2
C−1 = d
2g2(s),
les points < s, 0 > et < g2, 0 > sont τ -invariants (voir le the´ore`me 2.2.4). De
plus, les diviseurs < g1, 0 > et < g2, 0 > sont de poids strictement infe´rieurs
a` 3. D’apre`s le the´ore`me 2.2.4, pour tout point β ∈ J˜(C(x)) et tout point
de 2-torsion α ∈ J˜(C(x)), on a e´quivalence entre :
* β est τ -antineutre
* β + α est τ -antineutre.
D’apre`s la proposition 2.4.5 le point < g1, 0 > n’est pas un double
dans J˜(C(x)). Ainsi la proposition 2.4.7 de´crit la 4-torsion de J˜(C(x)) :
elle est engendre´e par < g1, 0 > et < (T − d)2, 16d2T − 8d3 > . Le point
< (T − d)2, 16d2T − 8d3 > n’est pas τ -invariant (c.f. la proposition 2.4.7)
et donc pas τ -antineutre. Par suite J˜(C(x)) n’a aucun e´le´ment de torsion
2-primaire τ -antineutre. Pour conclure nous utilisons le corollaire 2.1.3 :
Jac(C)(C(x)) ne contient aucun e´le´ment de torsion 2-primaire antineutre.

2.5 Des exemples de polynoˆmes de la forme (y2 +
1)(y2+a(x))(y2+b(x))(y2+c(x)) qui sont sommes
de trois carre´s dans R(x, y)
Au cours de cette section nous souhaitons e´crire sous la forme d’une
somme de trois carre´s dans R(x, y) un polynoˆme
P (x, y) = (y2 + 1)(y2 + a(x))(y2 + b(x))(y2 + c(x)),
ou` a(x), b(x), et c(x) ∈ R(x) de´signent trois fractions rationnelles totale-
ment positives. Ceci n’est pas toujours possible et nous souhaitons mettre
en e´vidence des conditions suffisantes sur les coefficients a, b et c pour que
le polynoˆme P (x, y) soit somme de trois carre´s dans R(x, y).
Notations 2.5.0.2 Soient a, b et c trois e´le´ments de R(x) totalement posi-
tifs. Nous supposons le polynoˆme P (x, y) = (y2 + 1)(y2 + a)(y2 + b)(y2 + c)
sans facteur carre´ c’est-a`-dire que les fractions rationnelles 1, a, b et c sont
non nulles et deux a` deux distinctes.
Soit C la R(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + a)(y2 + b)(y2 + c) = 0.
Soit J la jacobienne de la courbe C.
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Notre proble`me est de trouver des points de J(R(x)) qui soient anti-
neutres. La strate´gie choisie est la recherche de points de torsion 2-primaire
antineutres. Pour calculer les e´le´ments de torsion 2-primaire de J(R(x)),
nous avons besoin d’un moyen de manipuler les e´le´ments de J(C(x)). Ceci
a de´ja` e´te´ discute´ a` la section 2.1.
Notations 2.5.0.3 Nous posons d = (1− a)(1− b)(1− c). A` tout e´le´ment
α ∈ C(x) nous associons le polynoˆme
gα(s) := s
2 + 2d
1 + α
1− αs+ d
2.
Soit Γ : C(x)(C) −→ C(x)(C˜)
A(y, z) 7−→ A
(
i s+ds−d ,
2idt
(s−d)4
) . D’apre`s le the´ore`me 2.1.1,
l’isomorphisme Γ induit une e´quivalence birationnelle sur C(x) entre la
courbe C et la courbe C˜ d’e´quation affine
C˜ : t2 = sga(s)gb(s)gc(s).
On note J˜ la jacobienne de la courbe C˜.
Pour α ∈ C(x), on note kα := C(x)[T ]/(gα(T )). Soient
πeC : J˜(C(x)) −→ C(x)×/C(x)×2 × k×a /k×2a × k×b /k×2b × k×c /k×2c
le morphisme de Cassels-Schaefer associe´ a` J˜(C(x)) et πeC,α : J˜(C(x)) −→ k×α /k×2α
la coordonne´e de πeC associe´e a` gα. Si div(u, v) ∈ Div0(C(x)(C˜) est un
repre´sentant d’une classe d’e´quivalence line´aire D ∈ J˜(C(x)) tel que u soit
premier a` gα, alors πeC,α(D) est la classe de (−1)deg(u)u(T ) dans k×α /k×2α .
On de´finit enfin a` l’aide de la conjugaison complexe σ une involution
τ : C(x)(C˜) −→ C(x)(C˜)
a(s)t+ b(s) 7−→ −σ(a)
(
d2
s
)
d4t
s4
+ σ(b)
(
d2
s
)
.
Nous faisons appel au corollaire 2.1.3 : notre objectif est maintenant de
trouver des conditions sur a, b et c sous lesquelles J˜(C(x)) a un e´le´ment
τ -antineutre. Le calcul de la 2n-torsion est effectue´ en suivant la me´thode
e´nonce´e lors de la sous-section 2.3.2. Nous distinguons des cas suivant la
forme des parame`tres a, b et c.
2.5.1 Existence de points de 2-torsion antineutres.
Le polynoˆme f(s) = d6(s − d)8Q(x,−
(
s+d
s−d
)2
) est sans facteur carre´
puisque Q a lui meˆme e´te´ suppose´ sans facteur carre´ et de degre´ 8. Nous pou-
vons donc utiliser la repre´sentation de Mumford pour manipuler les e´le´ments
de J˜ .
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La 2-torsion C(x)-rationnelle de la jacobienne de la courbe C˜ est connue :
elle est engendre´e par les diviseurs de repre´sentation de Mumford (u, 0) ou`
u de´signe un diviseur de poids au plus 3 du polynoˆme f(s).
Lemme 2.5.1.1 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2. Soit
d, α ∈ k. On suppose α 6= 1.
Alors, le polynoˆme T 2+2d1+α1−αT+d
2 est irre´ductible sur k si et seulement
si α n’est pas un carre´ dans k.
De plus, s’il existe β ∈ k tel que α = β2, alors T 2 + 2d1+α1−αT + d2 se
factorise sous la forme T 2 + 2d1+α1−αs+ d
2 = (T + d1+β1−β )(T + d
1−β
1+β ).
De´monstration.
Nous notons k¯ une cloˆture alge´brique de k. Dans le corps k¯, le polynoˆme
T 2 + 2d1+α1−αT + d
2 s’e´crit alors sous la forme
T 2 + 2d
1 + α
1− αT + d
2 =
(
T + d
1 + α
1− α
)2
−
(
4d2α
(1− α)2
)
.
Ses deux racines dans k¯ sont dans k si et seulement si α est un carre´ dans k.
De plus, si β ∈ k¯ est de carre´ e´gal a` α, alors les racines de T 2+2d1+α1−αT +d2
sont e´gales a` d1+β
2
1−β2 +
2dβ
1−β2 = d
(1+β)2
1−β2 = d
1+β
1−β et d
1+β2
1−β2 − 2dβ1−β2 = d1−β1+β . 
Proposition 2.5.1.2 On conserve les notations 2.5.0.2 et 2.5.0.3. La 2-
torsion de la jacobienne J˜(C(x)) est engendre´e par les points
* < s, 0 >,
* < ga(s), 0 > et, si a = α
2 pour un certain α ∈ C(x), par
< s+ d1+α1−α , 0 > et < s+ d
1−α
1+α , 0 >,
* < gb(s), 0 > et, si b = β
2 pour un certain β ∈ C(x), par < s +
d1+β1−β , 0 > et < s+ d
1−β
1+β , 0 >, et
* < gc(s), 0 > et, si c = γ
2 pour un certain γ ∈ C(x), par < s +
d1+γ1−γ , 0 > et < s+ d
1−γ
1+γ , 0 > .
E´tant de poids 2, le point < ga, 0 > ne peut eˆtre τ -antineutre. En fait,
d’apre`s le the´ore`me 2.2.4, pour tout e´le´ment D ∈ J˜ , on a e´quivalence entre
la τ -antineutralite´ de D et celle de D+ < ga, 0 > . Par syme´trie du roˆle de
a, b et c, cette remarque s’applique aussi a` < gb, 0 > et < gc, 0 > .
De meˆme, la τ -antineutralite´ de tout D ∈ J˜ est e´quivalente a` celle de
D+ < s, 0 > . Nous ne pouvons donc espe´rer obtenir un point de 2-torsion
τ -antineutre qu’en sommant des diviseurs du type < s+ d1+α1−α , 0 >, lorsque
c’est possible. Un point τ -antineutre devant eˆtre de poids 3, la seule possi-
bilite´ est le diviseur < (s + d1+α1−α)(s + d
1+β
1−β )(s + d
1+γ
1−γ ), 0 > dans le cas ou`
a = α2, b = β2 et c = γ2 (les fractions rationnelles α, β et γ sont a` coeffi-
cients re´els puisque les fractions rationnelles a, b c ∈ R(x) sont totalement
positives).
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Proposition 2.5.1.3 On conserve les notations 2.5.0.2 et 2.5.0.3. On sup-
pose qu’il existe α, β et γ ∈ R(x) tels que a = α2, b = β2 et c = γ2.
Alors la classe d’e´quivalence line´aire du diviseur
D :=< (s+ d
1 + α
1− α)(s+ d
1 + β
1− β )(s+ d
1 + γ
1− γ ), 0 >
est un e´le´ment de 2-torsion τ -antineutre de Jac(C˜)(C(x)).
Par suite le polynoˆme P (y) = (y2 + 1)(y2 + a)(y2 + b)(y2 + c) est une
somme de trois carre´s (en fait deux carre´s) dans R(x, y) :
P (y) = ((α+ β + γ − 1)y3 + (αβ + αγ + βγ − αβγ)y)2
+(−y4 + (αβ + αγ + βγ − α− β − γ)y2 + αβγ)2.
Remarque :
Le produit de deux sommes de deux carre´s est une somme de deux carre´s.
La proposition 2.5.1.3 illustre la possibilite´ de retrouver certaines formules
classiques concernant les produits de sommes de carre´s en conside´rant des
points de torsions antineutres. La de´monstration de la proposition 2.5.1.3
n’est pas reproduite ici. Elle est est analogue a` la de´monstration du the´ore`me
2.5.2.8.
2.5.2 Des conditions d’existence de C(x)-points de 4-torsion
Nous e´tudions une partie de la 4-torsion de J(R(x)). Plus pre´cise´ment
nous cherchons un e´le´ment de 4-torsion antineutre de J(R(x)). Nous en
de´duisons une formule de multiplicativite´ de certaine sommes de trois carre´s.
Nous commenc¸ons par e´tudier les conditions sous lesquelles certains
points de 2-torsion sont des doubles dans J˜(C(x)) en calculant leurs images
par le morphisme de Cassels-Schaefer πeC . associe´ a` la courbe C˜.
Notations 2.5.2.1 Afin de simplifier les e´nonce´s, nous posons S− := s−d.
A` une fraction rationnelle α ∈ C(x), nous avons associe´ le polynoˆme
gα(s) := s
2 + 2d1+α1−αs + d
2. A` cette fraction rationnelle α nous faisons
e´galement correspondre la C(x)-alge`bre KT 2−gα := C(x, s)[T ]/(T
2 − gα).
Le lemme suivant permet de de´terminer si l’image par πeC d’un point de
2-torsion fixe´ est triviale.
Lemme 2.5.2.2 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2.
Soit d, λ, α ∈ k. On suppose que α n’est e´gal ni a` 1 ni a` −1, et que d et
λ sont non nuls.
On note gα(T ) := T
2 + 2d1+α1−αT + d
2 et kα := k[U ]/(gα(U)).
On a alors e´quivalence entre :
* dλ(1− α)U ∈ k×2α et
* −λ ∈ k×2 ou −αλ ∈ k×2.
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De plus, pour tout λ2 ∈ k, les deux e´galite´s suivantes sont ve´rifie´es :(
λ2(1−α)
2 (U − d)
)2
= −d(1− α)λ22U et(
λ2(1−α)
2 (U + d)
)2
= −d(1− α)αλ22U
De´monstration.
Nous utilisons l’e´galite´ gα = T
2 + 2d1+α1−αT + d
2 = (T − d)2 + 4d1−αT.
Elle signifie que dλ(1 − α)U = −λ
(
(1−α)(T−d)
2
)2
. Par suite, dλ(1 − α)U
appartient a` k×2α si et seulement si −λ ∈ k×2α .
Soient L := k[V ]/(V 2 − α) et ϕ : L −→ kα l’unique k-isomorphisme
tel que ϕ(V ) = 1−α2d
(
U + 1+α1−α
)
. L’isomorphisme ϕ induit par passage au
quotient un isomorphisme de L×/L×2 dans k×α /k×2α . Ainsi −λ est un carre´
dans kα si et seulement si −λ est un carre´ dans L.
L’extension L/k satisfait les conditions d’application de la proposition
2.3.2.1. Par suite, −λ est un carre´ dans L si et seulement si −λ ∈ k×2 ou
−λα ∈ k×2. 
Remarque :
Heuristiquement, on trouve les deux formules e´nonce´es dans le lemme
2.5.2.2 graˆce a` la proposition 2.3.2.1 : cette proposition nous donne un moyen
d’e´crire ϕ−1(d(1 − α)λU) comme un carre´ dans L a` chaque fois que c’est
possible.
Corollaire 2.5.2.3 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2.
Soit d, λ, α, β ∈ k. On suppose que α n’est e´gal ni a` 1 ni a` −1, que β
est diffe´rent de 1, et que d et λ sont non nuls.
Pour tout γ ∈ k, on note gγ(T ) := T 2 + 2d1+γ1−γT + d2 et
kγ := k[U ]/(gγ(U)).
Alors gβ(U) est un carre´ dans kα si et seulement si (α−β)(1−β) ∈ k×2
ou α(α− β)(1− β) ∈ k×2. On a de plus :
(1− β)gβ(T ) = (α− β)(T − d)2 + (1− α)gα et
α(1− β)gβ = (α− β)(T + d)2 + β(1− α)gα.
De´monstration.
On applique le lemme 2.5.2.2 en utilisant l’e´galite´ gβ(T ) − gα(T ) =
4d β−α(1−α)(1−β)T (en particulier gβ(U) = 4d
β−α
(1−α)(1−β)U). 
Corollaire 2.5.2.4 Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2.
Soit d, λ, α, β, γ ∈ k. On suppose que α n’est e´gal ni a` 1 ni a` −1, que
β et γ sont diffe´rents de 1, et que d et λ sont non nuls.
Pour tout η ∈ k, on note gη(T ) := T 2 + 2d1+η1−ηT + d2. Soit
kα := k[U ]/(gα(U)).
Alors −Ugβ(U)gγ(U) est un carre´ dans kα si et seulement si
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* d(β − α)(γ − α)(1− α)(1− β)(1− γ) ∈ k×2 ou
* dα(β − α)(γ − α)(1− α)(1− β)(1− γ) ∈ k×2.
De´monstration.
Pour tout η ∈ k, on a l’e´galite´ gη(T ) − gα(T ) = 4d η−α(1−η)(1−η)T. Ainsi,
−Ugβ(U)gγ(U) = −16d2 (β−α)(γ−α)(1−α)2(1−β)(1−γ)U3 et le corollaire 2.5.2.4 est une
conse´quence du lemme 2.5.2.2 
Proposition 2.5.2.5 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.3 et 2.5.2.1.
Le point < s, 0 > a un ante´ce´dent C(x)-rationnel par la multiplication par
2 si et seulement si les trois conditions suivantes sont ve´rifie´es :
1. (1− b)(1− c) ∈ C(x)×2 ou a(1− b)(1− c) ∈ C(x)×2,
2. (1− a)(1− c) ∈ C(x)×2 ou b(1− a)(1− c) ∈ C(x)×2, et
3. (1− a)(1− b) ∈ C(x)×2 ou c(1− a)(1− b) ∈ C(x)×2.
Remarque :
La proposition 2.5.2.5 se de´montre en cherchant les conditions sous les-
quelles l’image πeC(< s, 0 >) est triviale, c’est-a`-dire les conditions sous les-
quelles s est un carre´ modulo ga, gb et gc. Ces conditions nous sont donne´es
par le lemme 2.5.2.2.
Remarque :
Nous nous plac¸ons sous les hypothe`ses de la proposition 2.5.2.5. Si
(1 − b)(1 − c) = α2 et (1 − a)(1 − c) = β2 avec α, β ∈ C(x), alors le point
< s, 0 > a un ante´ce´dent pour la multiplication par 2 qui est τ -antineutre si
et seulement si a− 1 = γ2 avec γ ∈ k. Dans ce cas les e´le´ments
y2 + a = y2 + 1 + γ2,
y2 + b = y2 + 1 +
(
αγ
β
)2
et
y2 + c = y2 + 1 +
(
α
γ
)2
sont dans l’image deNKT2+y2+1/R(x,y). Par multiplicativite´ deNKT2+y2+1/R(x,y),
le produit P (x, y) = (y2 + 1)(y2 + a)(y2 +B)(y2 + c) est aussi dans l’image
de NKT2+y2+1/R(x,y) : le polynoˆme P (x, y) est alors e´crit sous la forme d’une
somme de trois carre´s dans R(x, y).
En fait, a` chaque fois qu’il existe un point de 4-torsion antineutre de
J˜(C(x)) de double < s, 0 >, il est possible d’e´crire P (y) comme somme
de trois carre´s dans R(x, y) en utilisant la multiplicativite´ de la norme
NKT2+y2+1/R(x,y) relative a` l’extension KT 2+y2+1 := R(x, y)[T ]/(T
2+ y2+1)
de R(x, y).
La proposition 2.5.2.5 n’est donc donne´e qu’a` titre d’indication.
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Proposition 2.5.2.6 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.3 et 2.5.2.1.
Le point < ga(s), 0 > appartient a` 2J˜(C(x)) si et seulement si les trois
conditions suivantes sont ve´rifie´es :
1. (b− a)(c− a) ∈ C(x)×2 ou a(b− a)(c− a) ∈ C(x)×2,
2. (b− a)(1− a) ∈ C(x)×2 ou b(b− a)(1− a) ∈ C(x)×2, et
3. (c− a)(1− a) ∈ C(x)×2 ou c(c− a)(1− a) ∈ C(x)×2.
De´monstration.
Le point < ga(s), 0 > appartient a` 2J˜(C(x)) si et seulement si l’image
πeC(< ga(s), 0 >) est triviale. Nous calculons πeC(< ga(s), 0 >) en remarquant
que < ga, 0 > + < sgbgc, 0 >= 0 : le morphisme πeC est a` valeur dans un
groupe d’exposant 2, donc πeC(< ga, 0 >) = πeC(< sgbgc, 0 >).
Puisque ga(T ) est premier a` gb(T )gc(T ) (nous rappelons que nous avons
suppose´ f sans facteur carre´) et de degre´ 2, l’image πeC,α(< ga, 0 >) est la
classe de ga(T ) dans k
×
α /k
×2
α (pour α = b ou c). La relation de primalite´ rela-
tive de ga(T ) et Tgb(T )gc(T ) nous permet e´galement d’affirmer que l’image
πeC,a(< ga, 0 >) = πeC,a(< sgbgc, 0 >) est la classe de −Tga(T )gb(T ) dans
k×a /k×2a .
Nous faisons maintenant appel a` la proposition 1.5.9 : les coordonne´es
πeC,a πeC,b et πeC,c suffisent a` de´terminer si < ga(s), 0 > est un e´le´ment de
2J˜(C(x)). Ainsi, < ga, 0 >∈ 2J˜(C(x)) si et seulement si −Tgbgc ∈ k×2a ,
ga ∈ k×2b et ga ∈ k×2c . Nous pouvons de`s lors conclure en faisant appel aux
corollaires 2.5.2.3 et 2.5.2.4.
Proposition 2.5.2.7 On conserve les notations 2.5.0.2, 2.5.0.3 et 2.5.2.1.
On suppose l’existence de deux fractions rationnelles β, γ ∈ C(x) telles que
(b− a) = β2(1− a) et (c− a) = γ2(1− a).
Alors < ga, 0 > est e´gal a` 2 < u, v > avec :
* u :=
(βγS2
−
+(1+β+γ)ga)S−
(1+β)(1+γ) ,
* q :=
(1−a)2(ga+(βγ+β+γ)S2−)
2d et
* v le reste de la division euclidienne de qga par u.
De plus, si β, γ ∈ iR(x), alors < u, v > est τ -invariant et
τ(div(u, v))− div(u, v) = div
(
2dt+ (1− a)2(ga − S2−)(ga + βγS2−)
2dsu(s)
)
.
De´monstration.
D’apre`s le lemme 2.5.2.2 et le corollaire 2.5.2.3, nous pouvons affirmer
que − 4d1−as = NKT2−ga/C(x,s)(T + S−), −
1−b
1−agb = NKT2−ga/C(x,s)(T + βS−)
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et − 1−c1−agc = NKT2−ga/C(x,s)(T + γS−). Nous de´duisons de ces trois e´galite´s
et de la multiplicativite´ de NKT2−ga/C(x,s)
que
− 4d2
(1−a)4 sgbgc = NKT2−ga/C(x,s)((T + S−)(T + βS−)(T + γS−))
= NKT2−ga/C(x,s)
( (ga + (βγ + β + γ)S
2−)T
+(βγS2− + (1 + β + γ)ga)S−)
= NKT2−ga/C(x,s)
(
2d
(1−a)2 qT + (1 + β)(1 + γ)u
)
,
c’est-a`-dire que
(1− a)4(1 + β)2(1 + γ)2
4d2
u2 = −sgbgc + q2ga.
Les polynoˆmes S− et ga sont premiers entre eux. Les polynoˆmes
u =
(βγS2
−
+(1+β+γ)ga)S−
(1+β)(1+γ) et ga sont donc aussi premiers entre eux. Nous
appliquons le the´ore`me 2.3.1.2 : le double de < u, v > est < ga, 0 > .
Nous supposons maintenant l’appartenance de β et γ a` iR(x). Soit vˇ
l’unique polynoˆme de degre´ 3 tel que vˇ ≡ v mod u (ou de fac¸on e´quivalente
tel que vˇ ≡ qga mod u) et vˇ(0) = 0. D’apre`s le the´ore`me 2.2.4, la
τ -invariance de < u, v > s’obtient en ve´rifiant que
* f − vˇ2 = su(s) sdeg(u)u(0) σ(u)
(
d2
s
)
,
* et vˇ = s
4
d4
τ(vˇ).
Nous commenc¸ons par calculer vˇ. Les polynoˆmes ga, et S− sont uni-
taires de degre´s 2 et 1 respectivement. Par conse´quent, le polynoˆme u est
unitaire de degre´ 3, et le polynoˆme q est de degre´ 2 et de coefficient dominant
λ := (1−a)
2(1+β)(1+γ)
2d . Nous en de´duisons que le polynoˆme qga−λuS− est de
degre´ au plus 3. De plus, comme S−(0) = −d et ga(0) = d2, le polynoˆme
qga − λuS− = (1− a)
2
2d
(ga − S2−)(ga + βγS2−)
s’annule en 0. Le polynoˆme vˇ est donc e´gal a` qga − λuS−.
En appliquant les e´galite´s sdτ(S−) = −S− et s
2
d2
τ(ga) = ga a` la formule
vˇ = (1−a)
2
2d (ga − S2−)(ga + βγS2−), nous ve´rifions que vˇ = s
4
d4
τ(vˇ).
Pour conclure la τ -invariance de < u, v >, il suffit maintenant de montrer
que f − vˇ2 = su(s) sdeg(u)u(0) σ(u)
(
d2
s
)
.
Nous avons montre´ pre´ce´demment que f = (qga)
2 − λ2u2ga. Puisque
vˇ = qga − λuS−, on a
f − vˇ2 = (qga)2 − λ2u2ga − vˇ2
= (λuS− + vˇ)2 − λ2u2ga − vˇ2
= λ2(S2− − ga)u2 + 2λuvˇS−.
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Nous factorisons le polynoˆme f − vˇ2 en utilisant l’e´galite´
vˇ = − (1−a)22d (S2− − ga)(ga + βγS2−) : on obtient
f − vˇ2 = λu(S2− − ga)
(
λu− 2(1− a)
2
2d
(ga + βγS
2
−)S−
)2
. (2.10)
Puisque λu = (1−a)
2
2d ((1 + β + γ)ga + βγS
2−)S− et (S2− − ga) = − 4d1−as la
factorisation 2.10 se re´e´crit :
f − vˇ2 = −2λ(1− a)su(s)((−1 + β + γ)ga − βγS2−)S−. (2.11)
Des e´galite´s τ(β) = −β, τ(γ) = −γ, sτ(S−) = −dS− et s2τ(ga), nous
de´duisons que
sdeg(u)
u(0) τ(u)(s) = −
(
s
d
)3
τ
(
(βγS2
−
+(1+β+γ)ga)S−
(1+β)(1+γ)
)
= − 1(1−β)(1−γ)((−1 + β + γ)ga − βγS2−)S−.
En remplac¸ant dans l’e´galite´ 2.11 on obtient
f − vˇ2 = (1−a)3(1−β2)(1−γ2)d su(s) s
deg(u)
u(0) σ(u)
(
d2
s
)
= su(s) s
deg(u)
u(0) σ(u)
(
d2
s
)
(car d = (1 − a)(1 − b)(1 − c) et (1 − β2) = 1−b1−a et (1 − γ2) = 1−c1−a). Ainsi,
d’apre`s la proposition 2.2.4, le diviseur τ(div(u, v))−(div(u, v) est le diviseur
principal associe´ a` la fonction t+vˇsu(s) =
2dt+(1−a)2(ga−S2−)(ga+βγS2−)
2dsu(s) . 
The´ore`me 2.5.2.8 Soient a, b, c ∈ R(x) trois fractions rationnelles posi-
tives non nulles diffe´rentes de 1 et deux a` deux distinctes. On note
d := (1− a)(1− b)(1− c).
On suppose que (b−a)(1−a), (c−a)(1−a) et −d = (a−1)(b−1)(c−1)
sont des carre´s dans R(x), c’est-a`-dire l’existence de trois fractions ration-
nelles α, β, et γ ∈ R(x) non nulles telles que
a = 1 + α2(1 + β2)(1 + γ2),
b = 1 + α2(1 + β2)2(1 + γ2) et
c = 1 + α2(1 + β2)(1 + γ2)2.
Alors le polynoˆme P (y) := (y2+1)(y2+ a)(y2+ b)(y2+ c) est un somme
de trois carre´s dans R(x, y) :
P (y) =
(
(a−1)y(y2+a)
α + αβγ((1− βγ)y + β + γ)(y2 + 1)
)2
+
(
(a−1)(y2+a)
α + αβγ(1− βγ − (β + γ)y)(y2 + 1)
)2
+
(
(y2 + 1)(y2 + a− βγ(a− 1)))2 .
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De´monstration.
La situation est celle de la proposition 2.5.2.7. On en conserve les nota-
tions. Un ante´ce´dent de < ga, 0 > pour la multiplication par 2 est le point
< u, v > avec
* u :=
(−βγS2
−
+(1+iβ+iγ)ga)S−
(1+iβ)(1+iγ) ,
* vˇ := (1−a)
2
2d (ga − S2−)(ga − βγS2−) et
* v le reste de la division euclidienne de vˇ par u.
Ce diviseur est τ -invariant car β et γ sont dans R(x).
L’e´valuation du polynoˆme u en 0 est −d3 ∈ R(x)2. D’apre`s le the´ore`me
2.2.4, le point < u, v > est τ -antineutre. Par suite, le polynoˆme
P (y) = (y2 + 1)(y2 + a)(y2 + b)(y2 + c) est une somme de trois carre´s.
La τ -invariance de < u, v > signifie que le diviseur τ(div(u, v))−div(u, v)
est principal. La proposition 2.5.2.7 nous pre´cise la fonction associe´e : il s’agit
de la fonction h := (t+vˇ(s))su(s) . Soit H := Γ
−1(h). Comme
* Γ−1
(
t
S4
−
)
= −iz2d ,
* Γ−1
(
s
S−
)
= Γ−1
(
1
2
(
1 + s+ds−d
))
= y+i2i et
* Γ−1
(
ga
S2
−
)
= Γ−1
(
1
a−1
(
a−
(
s+d
s−d
)2))
= y
2+a
a−1 ,
la fonction H est e´gale a`
(−iz+2dν)
−id(y+i)(µ1+iµ2) , avec
* µ1 := Re
(
Γ−1
(
u
S3
−
))
= Re
(
Γ−1
(
−βγ
(1+iβ)(1+iγ) +
(
1 + βγ(1+iβ)(1+iγ)
)
ga
S2
−
))
= Re
(
−βγ
(1+iβ)(1+iγ) +
(
1 + βγ(1+iβ)(1+iγ)
)
y2+a
a−1
)
= Re
(
y2+a
a−1 +
βγ
(1+iβ)(1+iγ)
y2+1
a−1
)
= y
2+a
a−1 +
βγ(1−βγ)
(1+β2)(1+γ2)
y2+1
a−1 ,
* µ2 := Im
(
Γ−1
(
u
S3
−
))
= − βγ(β+γ)
(1+β2)(1+γ2)
y2+1
a−1 et
* ν := Γ−1
(
vˇ
S4
−
)
= Γ−1
(
(1−a)2
2d
(
ga
S2
−
− 1
)(
ga
S2
−
− βγ
))
= (y
2+1)(y2+a−βγ(a−1))
2d ,
c’est-a`-dire e´gale a` (a1 + tb1) + i(a2 + tb2) avec
* b1 :=
yµ1−µ2
d(y2+1)(µ21+µ
2
2)
, a2 := −2dνb1,
* b2 := − µ1+yµ2d(y2+1)(µ21+µ22) et a1 := 2dνb2.
Nous utilisons le the´ore`me 2.2.4 afin d’e´crire −1 comme somme de deux
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carre´s dans le corps R(x, y)[z]/(z2 + P (y)) :
(a1 + b1t)
2 + (a2 + b2t)
2 = Hσ(H)
= Γ−1(hτ(h))
= −d
2
u(0)
= 1d
= −
(
α
(a−1)2
)2
.
D’apre`s le lemme 1.2.4, on a donc
P (y) =
(
α
(a−1)2
b1
(b21+b
2
2)
)2
+
(
α
(a−1)2
b2
(b21+b
2
2)
)2
+
(
b1a2−b2a1
b21+b
2
2
)2
.
On conclue en remarquant que b21 + b
2
2 =
1
d2(y2+1)(µ21+µ
2
2)
et
b2a1 − b1a2 = 2dν(b21 + b22) : on a donc
b1
b21+b
2
2
= d(yµ1 − µ2)
= d
(
y(y2+a)
a−1 +
βγ
(1+β2)(1+γ2)(a−1)(y
2 + 1)((1− βγ)y + β + γ)
)
,
b2
b21+b
2
2
= −d(µ1 + yµ2)
= −d
(
(y2+a)
a−1 +
βγ
(1+β2)(1+γ2)(a−1)(y
2 + 1)(1− βγ − (β + γ)y)
)
et
b2a1−b1a2
b21+b
2
2
= 2dν
= (y2 + 1)(y2 + a− βγ(a− 1)). 
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Chapitre 3
La me´thode de calcul du
rang de Mordell-Weil.
A` partir de maintenant, nous nous inte´ressons a` des polynoˆmes sans
facteur carre´ de la forme
P (y) = (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2))
ou` B, C ∈ R[x] sont des polynoˆmes totalement positifs. La proposition
1.2.8 affirme que le polynoˆme P (y) est une somme de trois carre´s si et
seulement si la jacobienne de la courbe hyperelliptique C d’e´quation affine
z2 + P (y) = 0 a un R(x)-point antineutre. L’existence de points de torsion
2-primaire antineutres a de´ja` e´te´ discute´e au cours de la section 2.4. L’e´tape
suivante dans notre e´tude est de montrer que le R(x)-rang de Mordell-Weil
de Jac(C) est nul.
Dans ce chapitre, nous relions une e´tude de l’image de certains mor-
phismes de Cassels-Schaefer a` l’e´tude de la nullite´ du R(x)-rang de Mordell-
Weil de Jac(C). Plus pre´cise´ment, nous expliquons comment la forme parti-
culie`re de P permet d’obtenir des isoge´nies entre Jac(C) et des jacobiennes
plus simples. Nous effectuons aussi une 2-descente : nous pouvons ainsi cal-
culer des rangs de Mordell-Weil sur R(x) a` l’aide de rangs de Mordell-Weil
sur un corps de la forme k(x), le corps k e´tant une extension de Q mieux
adapte´e que R aux calculs de rangs de Mordell-Weil.
3.1 L’existence des rangs de Mordell-Weil.
Au cours de ce chapitre, nous allons e´tudier le rang de Mordell-Weil de
Jac(C)(C(x)). Nous devons au pre´alable ve´rifier que ce rang de Mordell-Weil
est bien de´fini. Pour cela nous utilisons le the´ore`me de Lang-Ne´ron.
The´ore`me 3.1.1 (Lang, Ne´ron) Soient k un corps et F le corps de fonc-
tion d’une varie´te´ de´finie sur k. Soit A une varie´te´ abe´lienne sur F. Nous
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supposons qu’il n’existe aucune sous-varie´te´ abe´lienne B de A qui provienne
d’une varie´te´ abe´lienne de dimension au moins 1 de´finie sur k. Alors le
groupe abe´lien A(F ) est de type fini.
De´monstration.
Le lecteur se reportera a` [Lan97] page 27 the´ore`me 4.2. 
Corollaire 3.1.2 Soit k0 un sous-corps de C. Soient f ∈ k0(x)[y] un po-
lynoˆme de degre´ impair et C la courbe hyperelliptique sur k0(x) d’e´quation
affine z2 = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous supposons que la torsion
2-primaire de J(C(x)) est finie.
Le groupe J(C(x)) est alors abe´lien de type fini.
De´monstration.
Supposons qu’il existe une sous-varie´te´ abe´lienne A de dimension au
moins 1 de la jacobienne J qui provienne d’une varie´te´ abe´lienne de´finie sur
C. La torsion 2-primaire de A(C) est de cardinal infini car C est alge´brique-
ment clos. Par suite, la torsion 2-primaire de A(C(x)) est aussi de cardi-
nal infini. Cela contredit l’hypothe`se selon laquelle la torsion 2-primaire de
J(C(x)) est finie. Ainsi, J n’admet aucune sous-varie´te´ abe´lienne de dimen-
sion au moins 1 qui provienne d’une varie´te´ abe´lienne de´finie sur C. Nous
sommes donc sous les hypothe`ses du the´ore`me 3.1.1 et le groupe J(C(x))
est de type fini. 
Corollaire 3.1.3 Soient B et C deux e´le´ments de R(x). Soit C la courbe
hyperelliptique d’e´quation affine
z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
Soit J la jacobienne de la courbe C. Nous supposons que B(x2), C(x2),
B(x2)C(x2), B(x2) − C(x2), (B(x2) − C(x2))(1 − C(x2)) et
(1 + C(x2))2 − 4B(x2) ne sont pas des carre´s dans C(x).
Alors le groupe J(C(x)) est de type fini.
De´monstration.
D’apre`s le corollaire 2.4.8, la torsion 2-primaire J(C(x)) est de cardinal
fini. Par conse´quent, la courbe C satisfait aux conditions du corollaire 3.1.2.
Le groupe J(C(x)) est donc bien de type fini. 
3.2 Une de´composition du proble`me
Notations 3.2.1 Soit F un corps de fonction. Soit F2 une extension fi-
nie de F. Soit p une place de F et P une place de F2 au dessus de p.
Nous notons alors e(P|p) l’indice de ramification de P au dessus de p et
f(P|p) := [OP/P : Op/p] le degre´ re´siduel de P au dessus de p.
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De´finition 3.2.2 Nous conservons les notations 3.2.1. A` toute place p de
F nous associons sa conorme (relative a` F2/F ) : nous posons
CnF2/F (p) =
∑
P place de F2, P|p
e(P|p)P ∈ Div(F2).
Nous de´finissons ainsi par line´arite´ un morphisme CnF2/F du groupe
Div0(F ) vers le groupe Div0(F2).
L’image d’un diviseur principal par le morphisme CnF2/F est un diviseur
principal de F2 (voir [Sti93] Proposition III.1.9). Par conse´quent, CnF2/F
induit un morphisme de groupe CNF2/F : Pic
0(F ) −→ Pic0(F2).
Lemme 3.2.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient
P (T ) ∈ k[T ] et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine
z2 + P (y) = 0. Soit ρ : k(C) −→ k(C) une involution diffe´rente de l’identite´.
Soit D ∈ Div0(k(C)ρ) un diviseur de degre´ 0.
Alors le diviseur Cnk(C)/k(C)ρ(D) est ρ-invariant.
De´monstration.
Le corps k est parfait (car de caracte´ristique 0). Puisque ρ est une in-
volution diffe´rente de l’identite´, l’extension k(C)/k(C)ρ est de degre´ 2. Son
groupe de Galois est donc de degre´ au plus 2. Ce groupe de Galois contient
ρ donc Gal(k(C)/k(C)ρ = {Id, ρ} et l’extension k(C)/k(C)ρ est galoisienne.
Puisque le morphisme Cnk(C)/k(C)ρ est obtenu par line´arite´, il suffit, pour
montrer le lemme, de ve´rifier que Cnk(C)/k(C)ρ(p) est ρ-invariant pour toute
place p de k(C)ρ.
Soit p une place de k(C)ρ. Pour toute place P au dessus de p, les indices
de ramification e(P|p) et e(ρ(P)|p) sont e´gaux (voir par exemple [Sti93]
Lemme III.5.2). Par conse´quent, l’image de Cnk(C)/k(C)ρ(p) par ρ est
ρ
(
Cnk(C)/k(C)ρ(p)
)
=
∑
P place de k(C), P|p
e(P|p)ρ(P)
=
∑
P place de k(C), P|p
e(ρ(P)|p)ρ(P).
L’extension k(C)/k(C)ρ e´tant galoisienne, ρ agit transitivement sur l’en-
semble des places de k(C) au dessus de p (voir [Sti93] The´ore`me III.7.1).
Nous avons ainsi
ρ
(
Cnk(C)/k(C)ρ(p)
)
=
∑
P place de k(C), P|p
e(ρ(P)|p)ρ(P).
=
∑
P place de k(C), P|p
e(P|p)P
= Cnk(C)/k(C)ρ(p). 
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Lemme 3.2.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient
P (T ) ∈ k[T ] et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine
z2 + P (y) = 0. Soit ρ : k(C) −→ k(C) une involution diffe´rente de l’identite´.
Alors le noyau de l’homomorphisme CNk(C)/k(C)ρ est contenu dans la
2-torsion de Pic0(k(C)ρ).
De´monstration.
Soit D ∈ Div0(k(C)ρ) un diviseur tel que Cnk(C)/k(C)ρ(D) soit un diviseur
principal. Soit f ∈ k(C) une fonction telle que Cnk(C)/k(C)ρ(D) = div(f).
D’apre`s le lemme 3.2.3, le diviseur Cnk(C)/k(C)ρ(D) est ρ-invariant. Nous en
de´duisons
Cnk(C)/k(C)ρ(2D) = 2Cnk(C)/k(C)ρ(D)
= Cnk(C)/k(C)ρ(D) + ρ(Cnk(C)/k(C)ρ(D))
= div(f) + ρ(div(f)
= div(fρ(f)).
Puisque la fonction fρ(f) est un e´le´ment de k(C)ρ, le diviseur
div(fρ(f)) ∈ Div0(k(C)) est l’image par Cnk(C)/k(C)ρ du diviseur principal
div(fρ(f))) ∈ Div0(k(C)ρ) (voir [Sti93] The´ore`me III.1.9). Ainsi, le mor-
phisme Cnk(C)/k(C)ρ e´tant injectif, 2D est le diviseur principal de k(C)ρ as-
socie´ a` la fonction fρ(f). En particulier, la classe d’e´quivalence line´aire de
D est un e´le´ment de 2-torsion de Pic0(k(C)ρ). 
Lemme 3.2.5 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient
P (T ) ∈ k[T ] et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine
z2 + P (y) = 0. Soient ι : k(C) −→ k(C)
A(y, z) 7−→ A(y,−z)
l’involution hyperel-
liptique et ρ : k(C) −→ k(C) une involution diffe´rente de l’identite´ et de ι.
Nous supposons que ι et ρ commutent.
Alors l’homomorphisme +◦(CNk(C)/k(C)ι◦ρ × CNk(C)/k(C)ρ) est de noyau
fini.
De´monstration.
Soit (αρ, αι◦ρ) ∈ Pic0(k(C)ρ)× Pic0(k(C)ι◦ρ). D’apre`s le lemme 3.2.3,
* l’e´le´ment CNk(C)/k(C)ρ(αρ) est invariant sous ρ, et
* l’e´le´ment CNk(C)/k(C)ι◦ρ(αι◦ρ) est invariant sous ι ◦ ρ.
Nous supposons que CNk(C)/k(C)ι◦ρ(αι◦ρ) + CNk(C)/k(C)ρ(αρ) = 0. L’e´le´ment
CNk(C)/k(C)ι◦ρ(αι◦ρ) = −CNk(C)/k(C)ρ(αρ) est alors ρ-invariant et (ι ◦ ρ)-
invariant. Par suite, il est ι-invariant, c’est-a`-dire qu’il est de 2-torsion. Les
images CNk(C)/k(C)ρ(2αρ) et CNk(C)/k(C)ι◦ρ(2αι◦ρ) sont donc triviales.
Nous appliquons maintenant le lemme 3.2.4 aux deux involutions ρ et
ι ◦ ρ :
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* le noyau de l’homomorphisme CNk(C)/k(C)ρ est contenu dans la
2-torsion de Pic0(k(C)ρ), et
* le noyau de l’homomorphisme CNk(C)/k(C)ι◦ρ est contenu dans la
2-torsion de Pic0(k(C)ι◦ρ).
Ainsi, les e´le´ments αρ et αι◦ρ sont de 4-torsion.
Soit F un corps de fonctions sur un corps K. Par de´finition, il existe un
e´le´ment s ∈ F transcendant sur K tel que F soit une extension alge´brique
finie de K(s). Le corps de fonctions F est donc le corps de fonctions d’une
courbe D de´finie sur K. Le groupe Pic0(F ) est un sous-groupe du groupe
Jac(D)(K). Or la 4-torsion de Jac(D)(K) est de cardinal fini, donc la
4-torsion du groupe Pic0(F ) est de cardinal fini.
Nous appliquons cette remarque au corps F = k(C)ρ, puis au corps
F = k(C)ι◦ρ : la 4-torsion de Pic0(k(C)ρ) et la 4-torsion de Pic0(k(C)ι◦ρ)
sont de cardinal fini. Par conse´quent, l’homomorphisme
+ ◦ (CNk(C)/k(C)ι◦ρ × CNk(C)/k(C)ρ)
est bien de noyau fini. 
Proposition 3.2.6 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient
P (T ) ∈ k[T ] et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine
z2 + P (y) = 0. Soient ι : k(C) −→ k(C)
A(y, z) 7−→ A(y,−z)
l’involution hyperel-
liptique et ρ : k(C) −→ k(C) une involution diffe´rente de l’identite´ et de ι.
Nous supposons que ι et ρ commutent.
Alors l’homomorphisme +◦(CNk(C)/k(C)ι◦ρ × CNk(C)/k(C)ρ) est de noyau
fini et son image contient 2Pic0(k(C)).
De´monstration.
Le corps k est parfait (car de caracte´ristique 0). Puisque ρ est une in-
volution diffe´rente de l’identite´, l’extension k(C)/k(C)ρ est de degre´ 2. Son
groupe de Galois est donc de degre´ au plus 2. Ce groupe de Galois contient
ρ donc Gal(k(C)/k(C)ρ = {Id, ρ} et l’extension k(C)/k(C)ρ est galoisienne.
Par syme´trie du roˆle de ρ et ι ◦ρ, l’extension k(C)/k(C)ι◦ρ est galoisienne de
groupe de galois {Id, ι ◦ ρ}.
Soit P une place de k(C). Alors p := P ∩k(C)ι◦ρ est une place de k(C)ι◦ρ.
Les places de k(C) au dessus de p sont P et (ι◦ρ)(P) (voir [Sti93] Proposition
III.7.1).
Si les places P et (ι◦ρ)(P) sont distinctes, alors l’extension k(C)/k(C)ι◦ρ
n’est ramifie´e ni en P ni en (ι ◦ ρ)(P) (l’extension k(C)/k(C)ι◦ρ est de degre´
2). Dans ce cas, P + (ι ◦ ρ)(P) = Cnk(C)/k(C)ι◦ρ(p) est dans l’image de
Cnk(C)/k(C)ι◦ρ .
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Nous reprenons les notations 3.2.1. Nous traitons le cas ou` P = (ι◦ρ)(P)
en utilisant la formule
∑
P place de k(C),P|p
e(P|p)f(P|p) = 2 (voir [Sti93] The´o-
re`me III.1.11). Lorsque P = (ι◦ρ)(P), la place P est la seule place au dessus
de p et donc
P + (ι ◦ ρ)(P) = 2P
= e(P|p)f(P|p)P
= Cnk(C)/k(C)ι◦ρ(f(P|p)p)
Ainsi, le diviseur P + (ι ◦ ρ)(P) est dans l’image de Cnk(C)/k(C)ι◦ρ .
La situation est la meˆme lorsque nous remplac¸ons l’involution ρ par l’in-
volution ι ◦ ρ. Ainsi le diviseur P + ρ(P) est dans l’image de Cnk(C)/k(C)ρ .
L’application + ◦ (Cnk(C)/k(C)ι◦ρ × Cnk(C)/k(C)ρ) est un morphisme de
groupe et son image contient tous les diviseurs de la forme
2P + ρ(P) + ι(ρ(P)) avec P une place de k(C). Son image contient donc
aussi tous les diviseurs de la forme 2D+ρ(D)+ι(ρ(D)) avec D ∈ div0(k(C)).
Or pour tout diviseur D ∈ div0(k(C)), le diviseur 2D + ρ(D) + ι(ρ(D)) est
line´airement e´quivalent a` 2D, donc le groupe 2Pic0(k(C)) est contenu dans
l’image de + ◦ (CNk(C)/k(C)ι◦ρ × CNk(C)/k(C)ρ).
Pour conclure nous faisons appel au lemme 3.2.5 : l’homomorphisme
+ ◦ (CNk(C)/k(C)ι◦ρ × CNk(C)/k(C)ρ) est de noyau fini. 
Proposition 3.2.7 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient
P (T ) ∈ k[T ] et C la courbe hyperelliptique sur k d’e´quation affine
z2 + P (y2) = 0.
Nous notons C+ et C− les k-courbes hyperelliptiques d’e´quations affines
respectives :
C+ : t2 + sP (s) = 0 et
C− : β2 + P (α) = 0.
Il existe alors un morphisme de groupe de Pic0(k(C+)) × Pic0(k(C−))
vers Pic0(k(C)) de noyau fini et dont l’image contient 2Pic0(k(C)).
Si de plus la courbe C a un point k-rationnel, alors la jacobienne Jac(C)
est isoge`ne sur k au produit Jac(C+)× Jac(C−).
De´monstration.
Nous conside´rons l’involution hyperelliptique ι : k(C) −→ k(C)
A(y, z) 7−→ A(y,−z)
et l’involution ρ : k(C) −→ k(C)
A(y, z) 7−→ A(−y, z)
. Nous pre´sentons les sous-corps
73
k(C)ρ et k(C)ι◦ρ comme les corps de fonctions de C− et C+ graˆce aux deux
morphismes
φ+ : k(C+) −→ k(C)
A(s, t) 7−→ A(y2, yz)
et φ− : k(C−) −→ k(C)
A(s, t) 7−→ A(y2, z)
.
Puisque les morphismes ι ◦ ρ ◦ φ+ et φ+ sont e´gaux, l’image de φ+ est
un sous-corps de k(C)ι◦ρ. Or k(C) est une extension de degre´ 2 de Im(φ+),
donc l’image de φ+ est k(C)ι◦ρ. De meˆme, ρ ◦ φ− = φ−, donc l’image de φ−
est k(C)ρ.
Nous faisons maintenant appel a` la proposition 3.2.6 : le morphisme de
groupe
+◦(CNk(C)/k(C+) × CNk(C)/k(C−)) : Pic0(k(C+))×Pic0(k(C−)) −→ Pic0(k(C))
est de noyau fini et son image contient 2Pic0(k(C)). Ceci montre la premie`re
assertion de la proposition.
Nous supposons maintenant que la courbe C a un point k-rationnel.
Les morphismes φ+ : k(C+) −→ k(C) et φ− : k(C+) −→ k(C) sont des
morphismes de k-alge`bres. Ils induisent donc deux reveˆtements Φ+ : C −→
C+ et Φ− : C −→ C− de degre´ 2 de´finis sur k. Nous avons suppose´ que la
courbe C a un point k-rationnel. Par suite, les courbes C+ et C− posse`dent
toutes deux un point k-rationnel. Les trois assertions suivantes sont donc
ve´rifie´es :
* les morphismes Φ+ et Φ− induisent deux morphismes de sche´mas en
groupe Φ+∗ : Jac(C+) −→ Jac(C) et Φ−∗ : Jac(C−) −→ Jac(C),
* pour toute extension K de k, nous avons un isomorphisme de groupes
Ψ+K : Pic
0(K(C+)) −→ Jac(C+)(K) tel que l’application induite par
Φ+∗ sur Jac(C+)(K) soit Ψ+K ◦ CNK(C)/K(C+) ◦ (Ψ+K)−1, et
* pour toute extension K de k, nous avons un isomorphisme de groupe
Ψ−K : Pic
0(K(C−)) −→ Jac(C−)(K) tel que l’application induite par
Φ−∗ sur Jac(C−)(K) soit Ψ−K ◦ CNK(C)/K(C−) ◦ (Ψ−K)−1.
De la premie`re assertion de la proposition nous de´duisons donc que le mor-
phisme de sche´mas en groupe + ◦ (Φ+∗ × Φ−∗) est une isoge´nie (de´finie sur
k). 
Corollaire 3.2.8 Soient B, C ∈ R(x) deux fractions rationnelles, et C la
R(x)-courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
Nous supposons que B(x2), C(x2), B(x2)C(x2), B(x2) − C(x2),
(B(x2)−C(x2))(1−C(x2)) et (1+C(x2))2− 4B(x2) ne sont pas des carre´s
dans C(x).
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Nous notons C+ et C− les R(x)-courbes hyperelliptiques d’e´quations af-
fines respectives :
C+ : β2 = α(α− 1)(α− C(x2)) (α2 − [1 + C(x2)]α+B(x2)) et
C− : t2 = s (s2 − [(1− C(x2))2 − 2(B(x2)− C(x2))]s+ (B(x2)− C(x2))2) .
Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des
R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C+) et Jac(C−).
De´monstration.
Soit D une courbe projective lisse ge´ome´triquement inte`gre de genre
impair, D′ := D ×Spec(R(x)) Spec(C(x)) sa complexifie´e et Σ := Gal(C/R).
Nous supposons que D′ a un point C(x)-rationnel. D’apre`s la proposition
1.1, nous avons une suite exacte
0 // Pic0(R(x)(D)) // Pic0 (C(x)(D′))Σ δ // H1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) // 0.
De plus, le groupeH1(Σ,C(x)(D′)×/C(x)×) est d’exposant 2. Par conse´quent,
le noyau Pic0(R(x)(D)) de δ contient 2Pic0(C(x)(D′))Σ. Ainsi, puisque
Jac(D)(R(x)) = Pic0(C(x)(D′))Σ (la courbe D′ a un point C(x)-rationnel),
nous avons les deux inclusions suivantes :
2Jac(D)(R(x)) ⊂ Pic0(R(x)(D)) ⊂ Jac(D)(R(x)). (3.1)
Soient H la R(x)-courbe hyperelliptique de genre 2 d’e´quation affine
H : z2 + y(y + 1)(y + C(x2))(y2 + (1 + C(x2))y +B(x2)) = 0
et E la courbe elliptique sur R(x) d’e´quation affine
E : z2 + (y + 1)(y + C(x2))(y2 + (1 + C(x2))y +B(x2)) = 0.
D’apre`s la proposition 3.2.7, il existe un morphisme de groupes
ϕ : Pic0(R(x)(H))× Pic0(R(x)(E)) −→ Pic0(R(x)(C))
de noyau fini et dont l’image contient 2Pic0(R(x)(C)).
Nous appliquons les inclusions 3.1, pour D = H, pour D = E et pour
D = C. Nous obtenons respectivement les inclusions
* 2Jac(H)(R(x)) ⊂ Pic0(R(x)(H)) ⊂ Jac(H)(R(x)),
* 2Jac(E)(R(x)) ⊂ Pic0(R(x)(E)) ⊂ Jac(E)(R(x)) et
* 2Jac(C)(R(x)) ⊂ Pic0(R(x)(C)) ⊂ Jac(C)(R(x)).
L’homomorphisme ϕ induit donc par restriction un morphisme de groupe
de 2Jac(H)(R(x)) × 2Jac(E)(R(x)) vers Jac(C)(R(x)) de noyau fini et dont
l’image contient 8Jac(C)(R(x)). En particulier, le rang de Mordell-Weil de
Jac(C)(R(x)) est la somme des rangs de Mordell-Weil de Jac(H)(R(x)) et
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Jac(E)(R(x)).
L’application k(C+) −→ k(H)
A(α, β) 7−→ A(−y, z)
induit un isomorphisme entre
les courbes hyperelliptiques C+ et H.
Pour montrer le corollaire 3.2.8 il suffit maintenant de voir que les
courbes elliptiques E et C− sont birationnellement e´quivalentes. Dans un
premier temps, nous conside´rons la courbe elliptique E2 d’e´quation affine
E2 : −z˜2 = ((C(x2)− 1)y˜ + 1)((B(x2)− C(x2))y˜2 + (C(x2)− 1)y˜ + 1).
Le morphisme k(E2) −→ k(E)
A(y˜, z˜) 7−→ A( 1y+1 , z(y+1)2 )
induit une e´quivalence bira-
tionnelle entre les courbes elliptiques E et E2.
Nous effectuons un deuxie`me changement de variable : nous posons{
s := −(B(x2)− C(x2))[(C(x2)− 1)y˜ + 1].
t := (B(x2)− C(x2))(1− C(x2))z˜
Nous montrons ainsi que E2 est isomorphe a` la courbe elliptique C−. 
Proposition 3.2.9 Soit k un corps de caracte´ristique 0 et f(x, y) ∈ k(x)[y]
un polynoˆme de degre´ impair en y. Nous notons C la courbe hyperelliptique
sur k(x) d’e´quation affine
C : z2 = f(x2, y).
A` tout δ ∈ k(x)× nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique Cδ d’e´quation
affine
Cδ : t2 = δdeg(f)f
(
x,
s
δ
)
.
Alors le k(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des rangs de
Mordell-Weil de Jac(C1)(k(x)) et Jac(Cx)(k(x)).
De´monstration.
Le polynoˆme f est de degre´ impair en y. Les courbes C et Cδ ont donc un
point k(x)-rationnel au dessus du point a` l’infini de P1, et donc
Jac(C)(k(x)) est isomorphe a` Pic0(k(x)(C)), et Jac(Cδ)(k(x)) est isomorphe
a` Pic0(k(x)(Cδ)).
Nous notons ι : k(x)(C) −→ k(x)(C)
A(x, y, z) 7−→ A(x, y,−z)
l’involution hyperellip-
tique et ρ l’involution de k(x)(C) induite par l’automorphisme de k(x) qui
envoie x sur −x.
le morphisme φ1 : k(x)(C1) −→ k(x)(C)
A(x, s, t) 7−→ A (x2, y, z) de´finit un isomorphisme
de k(x)(C1) dans k(x2)(C). Le corps Im(φ1) est un sous corps d’indice 2 de
k(x)(C). Or k(x2)(C) ⊂ k(x)(C)ρ, donc Im(φ1) est e´gal a` k(x)(C)ρ.
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De meˆme, le morphisme φx : k(x)(Cx) −→ k(x)(C)
A(x, s, t) 7−→ A(x2, x2y, x2 deg(f)+1z)
est a` valeur dans k(x)(C)ι◦ρ. Or l’image de φx est un sous-corps d’indice 2
de k(x)(C) (une base de k(x)(C) en tant qu’espace vectoriel sur l’image de
φx est (1, x)), donc Im(φx) est e´gal a` k(x)(C)ι◦ρ.
Nous utilisons la proposition 3.2.6 : il existe un morphisme de groupe
Ψ : Jac(C1)(k(x))× Jac(Cx)(k(x)) −→ Jac(C)(k(x))
dont le noyau est fini et dont l’image contient 2Jac(C)(k(x)). Puisque
2Jac(C)(k(x)) ⊂ Im(Ψ), le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(k(x)) est infe´rieur
ou e´gal a` la somme des rangs de Mordell-Weil de Jac(C1)(k(x)) et Jac(Cx)(k(x)).
Or le noyau de Ψ est fini, donc la somme des rangs de Mordell-Weil de
Jac(C1)(k(x)) et Jac(Cx)(k(x)) est infe´rieure ou e´gale au rang de Mordell-
Weil de Jac(C)(k(x)). 
Proposition 3.2.10 Soient B, C ∈ R(x) deux fractions rationnelles. Soit
C la courbe hyperelliptique sur R(x) d’e´quation affine
z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
Nous supposons que B(x2), C(x2), B(x2)C(x2), B(x2) − C(x2),
(B(x2)−C(x2))(1−C(x2)) et (1+C(x2))2− 4B(x2) ne sont pas des carre´s
dans C(x).
A` tout δ ∈ R(x)× nous associons les R(x)-courbes hyperelliptiques C+δ et
C−δ d’e´quations affines respectives :
C+δ : z2 = y(y − δ)(y − δC(x))(y2 − δ[1 + C(x)]y + δ2B(x2)) et
C−δ : t2 = s(s2 − δ[(1− C(x2))2 − 2(B(x2)− C(x2))]s+ δ2(B(x2)− C(x2))2).
Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la somme des rangs de
Mordell-Weil de Jac(C+1 )(R(x)), Jac(C+x )(R(x)), Jac(C−1 )(R(x)) et
Jac(C−x )(R(x)).
De´monstration.
Nous notons C+ et C− les courbes hyperelliptiques sur R(x) d’e´quations
affines respectives :
C+ : t2 = y(y − 1)(y − C(x2))(y2 − [1 + C(x2)]y +B(x2)) et
C− : t2 = s(s2 − [(1− C(x2))2 − 2(B(x2)− C(x2))]s+ (B(x2)− C(x2))2).
D’apre`s le corollaire 3.2.8, le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est la
somme des R(x)-rangs de Mordell-Weil de Jac(C+) et Jac(C−).
Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 3.2.9 aux courbes hyper-
elliptiques C+ et C− :
* le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C+) est la somme des R(x)-rangs
de Mordell-Weil de Jac(C+1 ) et Jac(C+x ), et
* le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C−) est la somme des R(x)-rangs
de Mordell-Weil de Jac(C−1 ) et Jac(C−x ). 
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3.3 Des conditions ge´ne´rales de descente
3.3.1 Une premie`re e´tude de l’image des morphismes de Cassels-
Schaefer
Notations 3.3.1.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Si P (y) ∈ k(x)[y]
est un polynoˆme irre´ductible unitaire, nous posons KP := k(x)[y]/(P (y)) et
nous notons yP la classe de y dans le quotient KP .
Notations 3.3.1.2 Soit h ∈ k[x][y] un polynoˆme unitaire de degre´ impair
sans facteur carre´. Nous conside´rons la courbe hyperelliptique C sur k(x)
d’e´quation affine
C : z2 = h(y).
Soit h(y) =
∏
l∈J
µl(y) la de´composition en facteurs premiers de h(y) (les
facteurs µl sont choisis unitaires). Nous supposons que µl est un e´le´ment de
k[x][y] pour tout l ∈ J .
Soit h′(y) la de´rive´e du polynoˆme h(y) au sens usuel. Pour tout l ∈ J,
nous de´signons par Tl la classe h
′(yµl) de h
′(y) dans Kµl = k(x)[y]/(µl(y)).
Dans la section 3.3.1, nous montrons la proposition 3.3.1.3 ci-dessous et
sa conse´quence la proposition 3.3.1.9.
Proposition 3.3.1.3 Nous conservons les notations 3.3.1.1 et 3.3.1.2. Soit
l ∈ J. Soit div(u, v) ∈ Div(C)(k(x)) un diviseur semi-re´duit tel que u soit
premier avec µl.
Alors les places finies de Kµl en lesquelles la valuation de u(yµl) est
impaire appartiennent au support de div(Tl).
Notations 3.3.1.4 Soit div(u, v) ∈ Div(C)(k(x)) un diviseur semi-re´duit
tel que u soit premier avec h.
Nous fixons un indice l ∈ J . Soit u(y) =
∏
i∈I
pnii la de´composition de u(y)
en facteurs premiers dans Kµl [y]. Nous pouvons choisir les pi unitaires car
u est lui meˆme unitaire.
Nous fixons un indice i ∈ I. Nous notons Kpi,µl := Kµl [y]/(pi(y)), et
nous de´signons par ypi ∈ Kpi,µl la classe de y modulo pi(y).
Soit p une place finie de Kµl tel que vp(pi(yµl)) 6= 0. Si P est une place
de Kpi,µl au dessus de la place p, nous de´signons par e(P|p) l’indice de
ramification de P au dessus de p et par f(P|p) le degre´ relatif de P au
dessus de p.
Pour de´montrer la proposition 3.3.1.3, nous allons e´tudier la parite´ des
valuations des e´le´ments pi(yµl) ∈ Kµl en les places de Kµl . Nous cherchons
pour cela a` tirer profit de la de´finition de la repre´sentation de Mumford et
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en particulier de la congruence h(y) ≡ (v(y))2 mod u(y). Malheureusement
cette congruence correspond a` une e´galite´ dans l’alge`bre
Ku := k(x)[y]/(u(y)), alors que nous souhaitons une information sur la classe
pi(yµl) ∈ Kµl . Cela motive l’introduction des corps de fonctions Kpi,µl : nous
disposons d’un diagramme commutatif∏
i∈I
Kpi,µl
Ku
<<yyyyyyyy
Kµl
bbEEEEEEEE
k(x)
ddIIIIIIIII
::uuuuuuuuu
L’ide´e est alors de calculer la parite´ de vp(pi(yµl)) a` l’aide de valuations en
les places du corps de fonctions Kpi,µl .
La proposition suivante est classique dans le cadre des anneaux de De-
dekind. Faute de re´fe´rence dans le cadre des corps de fonctions, nous avons
choisi de la rede´montrer.
Proposition 3.3.1.5 Soient k un corps et F un corps de fonctions sur k.
Soit F˜ une extension finie du corps F. Soit p une place du corps de fonctions
F. Si P est une place au dessus de p, nous notons f(P|p) le degre´ relatif de
P au dessus de p. Soit R ∈ F˜ .
Alors la valuation vp(N eF/F (R)) est e´gale a`
∑
P place de eF ,P|p
f(P|p)vP(R).
De´monstration.
Soit F2 une cloˆture galoisienne L
′ de l’extension F˜ /F. Nous posons
G := Gal(F2/F ). Nous calculons la valuation vp(NF2/F (R)) de deux fac¸ons
diffe´rentes.
Soit P0 une place de F2 au dessus de p. L’extension F2/F est galoisienne,
donc NF2/F (R) =
∏
σ∈G
σ(R), et donc
vP0(NF2/F (R) =
∑
σ∈G
vP0(σ(R)) =
∑
σ∈G
vσ−1(P0)(R).
D’apre`s [Sti93] The´ore`me III.7.2, l’indice de ramification e(P0|p) et le
degre´ relatif f(P0|p) ne de´pendent pas du choix de la place P0 au dessus de
p. Nous notons e(p) := e(P0|p) et f(p) := f(P0|p).
Nous de´terminons l’orbite de P0 sous G en utilisant [Sti93] The´ore`me
III.7.1 : cette orbite est l’ensemble des places de F2 au dessus de p. Pour
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calculer la somme
∑
σ∈G
vσ−1(P0)(R) nous remarquons que, pour toute place
P de F2 au dessus de p, le cardinal du groupe de de´composition de P au
dessus de p est e(p)f(p) (voir [Sti93] The´ore`me III.8.2). Ainsi la valuation
vP0(NF2/F (R)) est e´gale a`
∑
P place de F2,P|p
e(p)f(p)vP(R). Or
vP0(NF2/F (R)) = e(p)vp(NF2/F (R)), donc la valuation vp(NF2/F (R)) est
e´gale a`
∑
P place de F2,P|p
f(p)vP(R) =
∑
P place de F2,P|p
f(P|p)vP(R).
Pour conclure nous utilisons les e´galite´s suivantes :
* vp(NF2/F (R)) = vp(NF2/ eF (N eF/F (R))) = [F2 : F˜ ]vp(N eF/F (R)),
* pour toute place P de F˜ au dessus p et toute place P de F2 au des-
sus de P, nous avons f(P|p) = f(P|P)f(P|p) (voir [Sti93] The´ore`me
III.1.6) et vP(R) = e(P|P)vP(R), et
* pour toute place P de F˜ au dessus p, nous avons
[F2 : F˜ ] =
∑
P place de F2,P|P
f(P|P)e(P|P)
(voir [Sti93] The´ore`me III.1.6).
Nous en de´duisons en effet que
[F2 : F˜ ]vp(N eF/F (R)) =
∑
P place de F2,P|p
f(P|p)vP(R)
=
∑
P place de eF ,P|p
 ∑
P place de F2,P|P
f(P|p)vP(R)

=
∑
P place de eF ,P|p
 ∑
P place de F2,P|P
f(P|P)f(P|p)e(P|P)vP(R)

=
∑
P place de eF ,P|p
 ∑
P place de F2,P|P
f(P|P)e(P|P)
 f(P|p)vP(R)
=
∑
P place de eF ,P|p
[F2 : F˜ ]f(P|p)vP(R) 
Lemme 3.3.1.6 Nous conservons les notations 3.3.1.1, 3.3.1.2 et 3.3.1.4.
Soit α ∈ Kµl un e´le´ment non nul. Nous supposons que la valuation vp(α)
est positive ou nulle.
Alors, pour toute place P de Kpi,µl au dessus de p, la valuation vP(α)
est positive ou nulle.
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De´monstration.
Soit P une place de Kpi,µl au dessus de p. La valuation vp(α) est positive
ou nulle. Or l’indice de ramification e(P|p) est positif, donc la valuation
vP(α) = e(P|p)vp(α) est positive ou nulle. 
Lemme 3.3.1.7 Nous conservons les notations 3.3.1.1, 3.3.1.2 et 3.3.1.4.
Soit P une place de Kpi,µl au dessus de p telle que vP(Tl) = 0. Nous notons
hj le coefficient devant (y−yµl)j+1 dans le polynoˆme h(y) = h((y−yµl)+yµl).
Nous supposons que vP(ypi − yµl) 6= 0.
Alors la valuation vP
Tl + (ypi − yµl)2g + 2g−1∑
j=1
hj(ypi − yµl)j
 est paire.
De´monstration.
L’e´le´ment yµl est une racine dansKµl du polynoˆme µl. Or µl(y) ∈ k[x][y],
donc yµl est un e´le´ment de la fermeture inte´grale de k[x] dans Kµl . En
particulier la valuation vp(yµl) est positive ou nulle (voir [Sti93] The´ore`me
III.2.6).
Soit p ∈ k[x] l’unique polynoˆme irre´ductible unitaire tel que p soit une
place au dessus de p. Comme h(y) ∈ k[x][y], les coefficients de h(y) sont soit
nuls soit de valuation positive ou nulle en p. Puisque l’indice de ramification
e(p|p) de p au dessus de p est positif, les coefficients de h(y) sont soit nuls
soit de valuation positive ou nulle en p.
Les coefficients hj sont des polynoˆmes en yµl et les coefficients de h(y).
Par conse´quent les coefficients hj sont soit nuls soit de valuation positive ou
nulle en p. Ainsi, d’apre`s le lemme 3.3.1.6, les coefficients hj sont soit nuls
soit de valuation positive ou nulle en P.
Nous supposons tout d’abord que vP(ypi−yµl) > 0. Soit j ∈ {1, · · · , 2g}.
La valuation vP((ypi − yµl)j) = jvP((ypi − yµl)) est strictement positive. En
particulier nous savons que hj(ypi − yµl)j = 0 ou vP(hj(ypi − yµl)j) > 0. Or
la valuation vP(Tl) est nulle, donc, par ine´galite´ triangulaire, nous avons
vP
Tl + (ypi − yµl)2g + 2g−1∑
j=1
hj(ypi − yµl)j
 = vP(Tl) = 0.
Nous supposons maintenant que vP(ypi − yµl) < 0. Soit j ∈ {1, · · · , 2g}.
La valuation vP((ypi − yµl)j) = jvP(ypi − yµl) est strictement supe´rieure a`
2gvP(ypi − yµl). Ainsi, nous savons que hj(ypi − yµl)j = 0 ou
vP(hj(ypi−yµl)j) > 2gvP(ypi−yµl). Nous montrons donc, par ine´galite´ trian-
gulaire, que la valuation vP
2g−1∑
j=1
hj(ypi − yµl)j
 est strictement supe´rieure
a` 2gvP(ypi − yµl). De plus, la valuation vP(Tl) est nulle et donc strictement
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supe´rieure a` 2gvP(ypi − yµl). En appliquant l’ine´galite´ triangulaire, nous
obtenons finalement
vP
Tl + (ypi − yµl)2g + 2g−1∑
j=1
hj(ypi − yµl)j
 = 2gvP(ypi − yµl). 
Lemme 3.3.1.8 Nous conservons les notations 3.3.1.1, 3.3.1.2 et 3.3.1.4.
Soit P une place de Kpi,µl au dessus de p telle que vP(Tl) = 0. Nous notons
hj le coefficient devant (y−yµl)j+1 dans le polynoˆme h(y) = h((y−yµl)+yµl).
Alors la valuation vP(ypi − yµl) est paire.
De´monstration.
Nous supposons que la valuation vP(ypi − yµl) est non nulle (l’autre cas
est direct). Par hypothe`se (voir les notations 3.3.1.4), les polynoˆmes pi et
h sont premiers entre eux. De la congruence h(y) ≡ v(y)2 mod pi(y) nous
de´duisons que la valuation vP(h(ypi)) est paire.
Comme µl(y) divise h(y), l’e´le´ment h(yµl) est nul, et donc
h(y) = (y − yµl)
Tl + (y − yµl)2g + (2g−1∑
j=1
hj(y − yµl)j)
 (3.2)
(nous rappelons que Tl = h
′(yµl) est la classe de h
′(y) modulo µl(y)). Ainsi,
en re´duisant l’e´galite´ 3.2 modulo pi(y) (c’est-a`-dire en l’e´valuant en ypi) et
en utilisant la parite´ de vP(h(ypi)), nous montrons la congruence
vP(ypi − yµl) ≡ vP
Tl + (ypi − yµl)2g + (2g−1∑
j=1
hj(ypi − yµl)j)
 mod 2.
Pour conclure il suffit d’appliquer le lemme 3.3.1.7. 
De´monstration de la proposition 3.3.1.3.
Nous reprenons les notations 3.3.1.4. Supposons par l’absurde que la va-
luation de Tl en p soit nulle. Alors, toutes les valuations vP(Tl) = e(P|p)vp(Tl)
sont nulles, et ainsi, les hypothe`ses du lemme 3.3.1.8 sont ve´rifie´es. Par
conse´quent, toutes les valuations vP(ypi − yµl) sont paires. Nous faisons ap-
pel a` la proposition 3.3.1.5 : comme pi(yµl) = NKpi,µl/Kµl (ypi − yµl), la va-
luation vp(pi(yµl)) est paire. Ceci est en contradiction avec le choix de p. 
Nous pre´sentons maintenant une premie`re application de la proposition
3.3.1.3. Cette application nous permet, lors de la sous-section 3.3.2, d’effec-
tuer une 2-descente. La proposition 3.3.1.3 est e´galement utilise´e au cours
de la section 4.1 pour montrer que certains rangs de Mordell-Weil sont nuls.
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Proposition 3.3.1.9 Soit k un sous-corps de R. Soient h(y) ∈ k[x][y] un
polynoˆme unitaire, de degre´ impair 2g+1, sans facteur carre´, et C la courbe
hyperelliptique de´finie sur k(x) par l’e´quation affine z2 = h(y). Nous sup-
posons qu’il existe 2g e´le´ments e1, · · · , e2g−1, H ∈ k[x] et un polynoˆme
µ(y) ∈ k[x][y] de degre´ 2 tels que h(y) = µ(y)
2g−1∏
i=1
(y − Hei). Nous sup-
posons de plus que :
* le discriminant ∆(h) de h(y) est scinde´ sur k,
* le discriminant ∆(µ) de µ est de la forme H2Q2D avec D ∈ k[x] un
polynoˆme de degre´ 1 et Q ∈ k[x],
* ∆(h) = Q2Q1 avec Q1 ∈ k[x] premier a` Q, et
* pour toute racine α ∈ k de H, l’e´le´ment D(α) est un carre´ dans k.
Soient L := C(x)[t]/(h(t)) et πC : Jac(C)(C(x)) −→ L×/L×2 le mor-
phisme de Cassels-Schaefer associe´ a` Jac(C)(C(x)).
Alors l’image de πC est laisse´e invariante par l’action de Gal(C/k).
Lemme 3.3.1.10 Nous conservons les notations et hypothe`ses de la propo-
sition 3.3.1.9. Nous supposons de plus que le polynoˆme µ est irre´ductible.
Nous notons Kµ,C := C(x)[y]/(µ(y)) et nous de´signons par yµ la classe de
y dans le quotient Kµ,C. Soit s :=
µ′(yµ)
2HQ .
Alors le polynoˆme minimal de s sur C(x) est y2−D(x). Par suite, l’an-
neau C[x, s] est factoriel et son corps de fraction est Kµ,C.
De´monstration.
La de´rive´e µ′(y) est un polynoˆme de degre´ 1 en y et de coefficient do-
minant 2. Ainsi, le corps C(x, s) contient x et yµ. Le corps des fractions de
C[x, s] est donc bien Kµ,C.
Par ailleurs, le discriminant du polynoˆme µ(T ) estH2Q2D. Il existe donc
α ∈ k tel que µ(T ) = (T +α)2−H2Q2D. Nous avons alors 2(T +α) = µ′(T ),
c’est-a`-dire que µ(T ) =
(
µ′(T )
2
)2 −H2Q2D. Par suite, s2 −D = µ(yµ)
H2Q2
= 0 :
le polynoˆme minimal de s divise T 2 − D. Or s /∈ C(x), donc le polynoˆme
minimal de s est T 2 −D.
Enfin, l’anneau C[x, s] est factoriel car C[x, s] = C[D, s] = C[s] (le po-
lynoˆme D ∈ k[x] est de degre´ 1). 
Lemme 3.3.1.11 Nous conservons les notations et hypothe`ses du lemme
3.3.1.10. Soient α ∈ k une racine du re´sultant ResT (h′(T ), µ(T )) telle que
Q(α) 6= 0 et β un e´le´ment premier de C[x, s] tel que NKµ,C/C(x)(β) = λ(x−α)
pour un certain λ ∈ C.
Alors la valuation vβ est invariante sous Gal(C/k). En particulier, pour
tout diviseur semi-re´duit div(u, v) ∈ Div0(C(x)(C)), et tout σ ∈ Gal(C/k),
la valuation vβ(u(yµ)σ(u(yµ))) est paire.
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De´monstration.
Puisque β ∈ C[x, s], il existe β0, β1 ∈ C[x] tels que β = β1s + β0. Le
polynoˆme minimal de s sur C(x) est T 2 −D(x). Nous avons donc
λ(x− α) = NC(x)(s)/C(x)(β) = β20 − β21D. (3.3)
Or le polynoˆme D est de degre´ 1, donc β1 et β0 sont des e´le´ments de C,
et β1 est non nul. De plus, en e´valuant l’e´galite´ 3.3 en α, nous obtenons
β20 = β
2
1D(α).
L’e´le´ment α ∈ k est une racine du re´sultant
ResT (h
′(T ), µ(T )) = ResT (µ′(T ), µ(T ))
2g−1∏
i=1
ResT (T −Hei, µ(T ))
= ∆(µ)
2g−1∏
i=1
µ(Hei),
L’e´le´ment α ∈ k est donc soit une racine du discriminant ∆(µ) = H2Q2D
de µ soit une racine de µ(Hei) pour un certain entier i ∈ {1, · · · 2g − 1}.
Lorsque α est racine de µ(Hei) pour un entier i ∈ {1, · · · 2g − 1},
mais n’est pas racine de H. Nous e´crivons la formule de Taylor pour
µ(T ) en Hei
µ(T ) = (T −Hei)2 + (T −Hei)µ′(Hei) + µ(Hei).
Le discriminant ∆(µ) est donc e´gal a` (µ′(Hei))
2− 4µ(Hei). Comme α
est une racine de µ(Hei), nous avons
H(α)2Q(α)2D(α) = ∆(µ)(α) = (µ′(Hei)(α))
2 − 4µ(Hei)(α)
= (µ′(Hei)(α))
2 .
Or α n’est pas une racine de HQ, donc D(α) est un carre´ dans k.
Ainsi, puisque β20 = β
2
1D, le quotient
β0
β1
appartient a` k.
Lorsque α est une racine de D. Alors β0β1 = 0 appartient a` k.
Lorsque α est un racine de H. Dans l’e´nonce´ de la proposition 3.3.1.9,
nous avons suppose´ que D(α) est un carre´ dans k. Ainsi, puisque
β20 = β
2
1D, le quotient
β0
β1
appartient a` k.
Nous posons Λ := β1. Nous venons de montrer que Λ
−2β =
(
s− β0β1
)
est un e´le´ment de k(x)[s] = k(x)[yµ] (car s =
µ′(yµ)
2HQ ∈ k(x)[yµ]). Nous en
de´duisons que la valuation vβ est invariante sous Gal(C/k). En particulier,
pour tout σ ∈ Gal(C/k), nous avons
vβ(u(yµ)σ(u(yµ))) = vβ(u(yµ)) + vβ(σ(u(yµ)))
= vβ(u(yµ)) + vσ−1(β)(u(yµ))
= 2vβ(u(yµ))
≡ 0 mod 2. 
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Lemme 3.3.1.12 Nous conservons les notations et hypothe`ses du lemme
3.3.1.10. Soient α ∈ k une racine de Q et β un e´le´ment premier de C[x, s]
tel que NKµ,C/C(x)(β) = λ(x− α) pour un certain λ ∈ C.
Alors, pour tout diviseur semi-re´duit div(u, v) ∈ Div0(C(x)(C)), et tout
σ ∈ Gal(C/k), la valuation vβ(u(yµ)σ(u(yµ))) est paire.
De´monstration.
Soit σ ∈ Gal(C/k). Nous appliquons la formule de Taylor a` µ(T ) en yµ
µ(T ) = µ(yµ) + µ
′(yµ)(T − yµ) + (T − yµ)2
= (T − yµ)(µ′(yµ) + (T − yµ)).
Le polynoˆme µ(T ) est donc scinde´ sur Kµ,C et ses deux racines sont yµ et
yµ − µ′(yµ). Ainsi, il existe un unique C(x)-automorphisme ι de Kµ,C tel
que ι(yµ) = yµ − µ′(yµ). De plus, pour tout e´le´ment ν ∈ Kµ,C, nous avons
NKµ,C/C(x)(ν) = νι(ν).
Lorsque les valuations vβ et vσ−1(β) sont e´gales, le re´sultat est direct.
Nous supposons donc que les valuations vβ et vσ−1(β) sont diffe´rentes.
L’e´le´ment β est premier. Les e´le´ments ι(β) et σ−1(β) sont donc aussi pre-
miers. Dans l’anneau factoriel C[x, s], la de´composition en facteurs premiers
de x − α est donc donne´e par l’e´galite´ βι(β) = NKµ,C/C(x)(β) = λ(x − α).
Or σ−1(x−α) = x−α donc la de´composition en facteurs premiers de x−α
dans C[x, s] est e´galement donne´e par σ−1(β)σ−1(ι(β)) = σ−1(λ)(x − α).
Par unicite´ de la de´composition en facteurs premiers, il existe donc ε ∈ C×
tel que σ−1(β) = εβ ou σ−1(β) = ει(β). En particulier la valuation vσ−1(β)
est e´gale a` vβ ou vι(β). Or les valuations vβ et vσ−1(β) sont diffe´rentes, donc
vσ−1(β) = vι(β).
Soit p ∈ C(x)[y] un facteur premier de u(y) sur C(x). Nous notons
Lp,µ,C := Kµ,C[y]/(p(y)) et nous de´signons par yp la classe de y dans le
quotient Lp,µ,C.
Le couple (u, v) e´tant la repre´sentation de Mumford d’un diviseur semi-
re´duit (un e´le´ment de Div0(Kµ,C(C))), nous savons que (v(yp))2 = h(yp).
Nous en de´duisons que
(v(yp))
2 = µ(yp)
2g−1∏
i=1
(yp −Hei)
= (µ(yµ) + µ
′(yµ)(yp − yµ) + (yp − yµ)2)
2g−1∏
i=1
(yp −Hei)
= (yp − yµ)(µ′(yµ) + (yp − yµ))
2g−1∏
i=1
(yp −Hei)
En appliquant la norme NLp,µ,C/Kµ,C nous obtenons donc l’e´galite´
NLp,µ,C/Kµ,C(v(yp))
2 = p(yµ)p(yµ − µ′(yµ))
2g−1∏
i=1
p(Hei). (3.4)
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D’apre`s la proposition 3.3.1.3, si l’e´le´ment p(Hei) a` une valuation impaire
en x − α, alors x − α est un diviseur de h′(Hei). Or
h′(Hei) = µ(Hei)
∏
j 6=iH(ei − ej) est un diviseur de Q1, et Q1 et Q sont
premiers entre eux, donc h′(Hei) ne s’annule pas en α. La valuation de
p(Hei) en x − α est donc paire. Nous en de´duisons que la valuation
vβ(p(Hei)) = e(β|x−α)vx−α(p(Hei)) est paire. Ainsi, l’e´quation 3.4 a pour
conse´quence que la valuation
vβ(p(yµ)p(yµ − µ′(yµ))) = vβ(p(yµ)ι(p(yµ)))
= vβ(p(yµ)) + vβ(ι(p(yµ)))
= vβ(p(yµ)) + vι(β)(p(yµ))
= vβ(p(yµ)) + vσ−1(β)(p(yµ))
= vβ(p(yµ)) + vβ(σ(p(yµ)))
= vβ(p(yµ)σ(p(yµ)))
est paire. Ceci e´tant vrai pour tout facteur premier p de u(T ), nous concluons
que la valuation vβ(u(yµ)σ(u(yµ))) est paire. 
De´monstration de la proposition 3.3.1.9.
A` tout facteur premier p de h, nous associons le corps
Kp,C := C(x)[y]/(p(y)) et nous notons yp la classe de y dans le quotient
Kp,C.
Soient α ∈ Im(πC) et div(u, v) ∈ Div0(C(x)(C)) un diviseur semi-re´duit
tel que
* les polynoˆmes u et h soient premiers entre eux, et
* la classe de (−1)deg(u)u(t) dans L×/L×2 soit un repre´sentant de α.
Soit σ ∈ Gal(C/k). Par de´finition de πC , la classe α est σ-invariante si et
seulement si, pour tout facteur premier p de h, la classe u(yp)σ(u)(yp) est
un carre´ dans Kp,C.
Soit p un facteur premier de h. Sous les hypothe`ses de la proposition,
le corps de fonctions Kp,C est le corps de fraction d’un anneau factoriel
Op,C (c.f. le lemme 3.3.1.10 pour le cas ou` Kp,C 6= k(x)). Nous de´composons
u(yp) en facteur premiers : u(yp) =: ε
∏
i∈I
βnii avec ε ∈ O×p,C et βi un e´le´ment
premier de Op,C. Soit I ′ ⊂ I l’ensemble des indices i tels que ni soit impaire.
Tout e´le´ment de C e´tant un carre´ dans C, nous avons e´quivalence entre
* u(yp)σ(u)(yp) ∈ K×2p,C, et
* pour tout i ∈ I ′, la valuation vβi(u(yp)σ(u(yp))) est paire.
Soit i ∈ I ′. Nous appliquons la proposition 3.3.1.3 : la valuation de h′(yp)
en βi est non nulle. La norme NKp,C/C(x)(βi) est donc un facteur premier
de la norme NKp,C/C(x)(h
′(yp)) = ResT (h′(T ), p(T )) ∈ k[x]. Or le re´sultant
ResT (h
′(T ), p(T )) divise ∆(h) (car p est un facteur premier de h), donc la
norme NKp,C/C(x)(βi) est un facteur premier de ∆(h). Le polynoˆme ∆(h)
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e´tant suppose´ scinde´ sur k, il existe λ ∈ C× et une racine α ∈ k du re´sultant
ResT (h
′(T ), p(T )) tels que NKp,C/C(x)(βi) = λ(x− α).
Si p est de degre´ 1 en y. Soit Λ ∈ C× tel que Λ2 = λ. Nous avons alors
Kp,C = C(x) et donc βi = NKp,C/C(x)(βi). Cette e´galite´ se reformule
sous la forme Λ−2βi = λβi = (x− α). Par suite, Λ−2βi est un e´le´ment
de k(x)[y]/(p(y)). En particulier, les valuations vβi et vσ−1(βi) sont
e´gales. Nous en de´duisons que la valuation
vβi(u(yp)σ(u(yp))) = vβi(u(yp)) + vβi(σ(u(yp)))
= vβi(u(yp)) + vσ−1(βi)(u(yp))
= 2vβi(u(yp))
est paire.
Si p = µ est un polynoˆme irre´ductible. Nous utilisons les lemmes
3.3.1.11 et 3.3.1.12 : pour tout i ∈ I ′, la valuation vβi(u(yp)σ(u(yp)))
est paire. 
3.3.2 La 2-descente.
Nous conside´rons un polynoˆme f ∈ R(x)[y] sans facteur carre´ de degre´
impair et la courbe hyperelliptique C sur R(x) d’e´quation affine z2 = f(y).
Nous souhaitons calculer le rang de Mordell-Weil de la jacobienne J :=
Jac(C) sur R(x). Plus exactement, nous voulons montrer que ce rang de
Mordell-Weil est nul. Pour cela, nous commenc¸ons par effectuer une 2-
descente.
Corollaire 3.3.2.1 Soit k0 un sous-corps de C. Soient f ∈ k0(x)[y] un
polynoˆme sans facteur carre´ de degre´ impair et C la courbe hyperelliptique
sur k0(x) d’e´quation affine z
2 = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous
supposons que la torsion 2-primaire de J(C(x)) est finie.
Il existe alors une extension finie K ⊂ C de k0 telle que tous les e´le´ments
de J(C(x)) soient de´finis sur K(x).
De´monstration.
Le corollaire 3.1.2 s’applique : le groupe J(C(x)) est abe´lien de type
fini. Soit P =< u, v > un e´le´ment de J(C(x)) Soient (ui,j)(i,j)∈I1 ∈ CI1
et (vi,j)(i,j)∈I2 ∈ CI2 les coefficients des polynoˆmes u et v : ils sont de´finis
par u =
∑
(i,j)∈I1
ui,jx
iyj et v =
∑
(i,j)∈I2
vi,jx
iyj . Nous supposons pour l’instant
qu’au moins un des ui,j ou un des vi,j n’est pas alge´brique sur k0.
Soit A = k0[(ui,j)(i,j)∈I1 , (vi,j)(i,j)∈I2 ] la k0−alge`bre engendre´e par les ui,j
et les vi,j . La k0-alge`bre A est de type fini et le lemme de normalisation de
Noether affirme l’existence de t1, · · · , tn ∈ A alge´briquement inde´pendants
tels que A soit un k0[t1, · · · , tn]-module de type fini.
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A` tout n-uplet α = (α1, · · · , αn) ∈ Cn nous associons le morphisme
de φα : k0[t1, · · · , tn] −→ C
Q(t1, · · · , tn) 7−→ B(α1, · · · , αn)
. L’anneau A est une exten-
sion finie de k0[t1, · · · , tn]. Nous notons tn+1, · · · , tn+m des e´le´ments de
A tels que A = k0[t1, · · · , tn+m]. Soit Qi le polynoˆme minimal de ti sur
k0[t1, · · · , tn]. Le corps C est alge´briquement clos. Les polynoˆme Qi sont
donc scinde´s sur C. Ainsi, le morphisme φα s’e´tend en un morphisme de
φ˜α : A −→ C. Nous notons Φα : A(x)[y] −→ C(x)[y] l’unique morphisme qui
envoie x sur x, y sur y et dont la restriction a` A est φ˜α. Comme u(y) divise
f(y) − (v(y))2, le polynoˆme Φα(u) divise Φα(f − v2) = f − Φα(v2). Ainsi,
le couple (Φα(u),Φα(v)) est la repre´sentation de Mumford d’un C(x)-point
Pα de J .
Soient α ∈ Cn et β ∈ Cn deux n-uplets diffe´rents. Les morphismes φα
et φβ sont diffe´rents. Les morphismes φ˜α et φ˜β sont donc diffe´rents. Comme
A est la k0-alge`bre engendre´e par les ui,j et les vi,j , un des ui,j ou un des
vi,j doit avoir une image par φ˜α diffe´rente de son image par φ˜β. Cela signifie
que que Φα(u) 6= Φβ(u) ou Φα(v) 6= Φβ(v) c’est-a`-dire que Pα et Pβ sont
distincts (par unicite´ de la repre´sentation de Mumford d’un point de J).
Nous venons ainsi d’associer a` P une infinite´ non de´nombrable d’e´le´ments
de J(C(x)) qui est pourtant de type fini. Cette contradiction signifie que les
ui,j et les vi,j sont tous alge´briques sur k0. Ainsi, pour tout C(x)-point P de
J, il existe une extension finie K de k0 tel que P ∈ J(K(x)).
Le groupe J(C(x)) est abe´lien de type fini. Soit {P1, · · · , Pr} un ensemble
de ge´ne´rateurs de J(C(x)). Soit K la plus petite extension de k0 telle que
les Pi soient tous des e´le´ments de J(K(x)). Nous venons juste de montrer
que cette extension K de k0 est finie Puisque les Pi ge´ne`rent J(C(x)), tout
e´le´ment de J(C(x)) est en fait e´le´ment de J(K(x)). 
Le gros de´faut du corollaire 3.3.2.1 est que le corps K qu’il de´finit reste
the´orique. On peut cependant le pre´ciser graˆce a` une proposition extraite
de [Chr76] :
Proposition 3.3.2.2 Soit Γ un groupe fini et A un groupe abe´lien libre de
type fini muni d’une action du groupe Γ. On suppose que l’action induite de
Γ sur A/2A est triviale.
Le groupe A posse`de alors une base (ai)ti=1 telle que ∀σ ∈ Γ, σ(ai) ∈ {−ai, ai}.
Lemme 3.3.2.3 Nous conservons les notations et hypothe`ses de la propo-
sition 3.3.2.2. Nous supposons de plus que l’action de Γ sur A est fide`le.
Alors, le groupe Γ ne contient aucun e´le´ment d’ordre impair non trivial.
De´monstration.
Nous allons de´montrer par re´currence sur m que, pour tout m ∈ N∗,
pour tout e´le´ment σ ∈ Γ d’ordre impair et pour tout a ∈ A, nous avons
a− σ(a) ∈ 2mA.
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Dans le cas m = 1, cette hypothe`se de re´currence se traduit par : tous les
e´le´ments de Γ d’ordre impair agissent trivialement surA/2A. Cette assertion
est vraie par hypothe`se.
Supposons l’hypothe`se de re´currence vraie au rang m. Soit σ ∈ Γ un
e´le´ment d’ordre impair n. Soit a un e´le´ment de A. Comme σ est d’ordre
impair, il en va de meˆme de τ := σ(n+1)/2. L’hypothe`se de re´currence affirme
donc l’existence d’un e´le´ment b de A tel que a−τ(a) = 2mb. Puisque τ2 = σ,
nous pouvons de´sormais e´crire
a− σ(a) = a− τ(a) + τ(a)− σ(a)
= a− τ(a) + τ(a)− τ2(a)
= (a− τ(a)) + τ(a− τ(a))
= 2mb+ τ(2mb)
= 2mb+ 2mb− 2mb+ 2mτ(b)
= 2m+1b− 2m(b− τ(b)).
Ceci permet de conclure que a− σ(a) ∈ 2m+1A, puisque, par hypothe`se de
re´currence, b− τ(b) est un e´le´ment de 2A.
Nous venons ainsi de montrer que l’hypothe`se de re´currence est vraie
au rang m+ 1 lorsqu’elle est vraie au rang m. Par re´currence, les e´le´ments
a−σ(a) sont dans 2m+1A pour tous m ∈ N∗, σ ∈ Γ d’ordre impair et a ∈ A.
Cette assertion peut eˆtre formule´e diffe´remment : si σ ∈ Γ est d’ordre
impair et si a ∈ A, alors a appartient a` ⋂∞m=1 2mA. Le groupe A e´tant
abe´lien libre de type fini, l’intersection
⋂∞
m=1 2
mA est e´gale a` {0}. Nous
avons ainsi montre´ que, si σ ∈ Γ est d’ordre impair, les e´le´ments a de A
ve´rifient tous a = σ(a). Ce n’est possible que si σ = Id (l’action de Γ sur A
est fide`le) : Id est le seul e´le´ment de Γ d’ordre impair. 
Lemme 3.3.2.4 On conserve les notations et hypothe`ses de la proposition
3.3.2.3. Soit σ ∈ Γ un e´le´ment d’ordre 2. On pose A+ := {a ∈ A|a = σ(a)}
et A− := {a ∈ A|a = −σ(a)}.
On peut alors de´composer le groupe A sous la forme A = A+ ⊕A−.
De´monstration.
Le groupe abe´lien A e´tant sans torsion, A+
⋂A− est e´gal a` {0}. Pour
montrer le lemme, il suffit donc de ve´rifier que A = A+ +A−
Soit a ∈ A. L’e´le´ment σ agit trivialement sur A/2A. Il existe donc b ∈ A
tel que a− σ(a) = 2b. Comme σ est d’ordre 2, on peut ve´rifier que
σ(2b) = σ(a− σ(a)) = σ(a)− a = −2b.
Or le groupe A est sans torsion, donc σ(b) = −b. Ainsi, b appartient a` A−.
Pour montrer le lemme, nous ve´rifions que b + σ(a) ∈ A+. Pour cela, nous
utilisons l’e´galite´
2(b+ σ(a)) = a− σ(a) + 2σ(a) = a+ σ(a).
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Comme σ est d’ordre 2, nous avons l’e´galite´
σ(2(b+ σ(a))) = σ(a) + σ2(a) = σ(a) + a = 2(b+ σ(a)).
Le groupe A e´tant sans torsion, l’e´le´ment b+ σ(a) est σ-invariant. Ainsi,
a = a− σ(a) + σ(a) = 2b+ σ(a) = (b+ σ(a)) + b,
appartient a` A+ ⊕A−. 
Lemme 3.3.2.5 Nous conservons les notations et hypothe`ses de la propo-
sition 3.3.2.3. Alors le groupe Γ est un groupe d’exposant 2.
De´monstration.
Soit τ ∈ Γ un e´le´ment d’ordre 4. Nous posons σ = τ2. L’e´le´ment σ
de Γ est d’ordre 2 ; le lemme 3.3.2.4 peut s’appliquer a` σ : nous disposons
d’une de´composition A = A+
⊕A− avec A+ := {a ∈ A|a = σ(a)} et
A− := {a ∈ A|a = −σ(a)}. Si A− est vide, alors A est e´gal a` A+ et nous
avons une contradiction avec la fide´lite´ de l’action de Γ sur A.
Le groupe A est abe´lien libre de type fini. Il en va donc de meˆme pour
A−. Par suite, A− contient un e´le´ment a non divisible par 2. Le groupe
Γ agissant trivialement sur A/2A, il doit exister deux e´le´ments b, c ∈ A
tels que τ(a) = a + 2b et τ(b) = b + 2c. Nous pouvons alors re´e´crire la
σ-anti-invariance de a comme suit :
−a = σ(a) = τ(τ(a)) = τ(a+ 2b) = τ(a) + 2τ(b) = (a+ 2b) + 2(b+ 2c).
Nous montrons ainsi que −2a = 4(b + c) c’est-a`-dire a = −2(b + c) (car A
est sans torsion). Ceci contredit le choix de a : l’e´le´ment a n’est pas divisible
par 2.
Le groupe Γ ne contient donc aucun e´le´ment d’ordre 4. D’apre`s le lemme
3.3.2.3, le groupe Γ ne contient pas non plus d’e´le´ment d’ordre impair non
trivial. Par conse´quent, Γ est d’exposant 2. 
De´monstration de la proposition 3.3.2.2.
Nous notons Γ0 le sous-groupe des e´le´ments de Γ qui agissent triviale-
ment sur A. Quitte a` remplacer Γ par Γ/Γ0 (dont l’action sur A est fide`le),
nous pouvons supposer que Γ agit fide`lement sur A. Nous allons montrer le
re´sultat par re´currence sur l’ordre n du groupe Γ.
Le cas n = 1 est direct puisque Γ est le groupe trivial : il agit donc
trivialement sur A.
Nous supposons que la proposition 3.3.2.2 a e´te´ prouve´e pour tout groupe
d’ordre infe´rieur ou e´gal a` n− 1, et que Γ est d’ordre n.
Le groupe Γ est d’exposant 2 (d’apre`s le lemme 3.3.2.5) et admet donc
un sous-groupe G d’indice 2. Soit σ un e´le´ment de Γ qui n’est pas dans
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G. D’apre`s le lemme 3.3.2.4 applique´ a` σ, on dispose d’une de´composition
A = A+
⊕A− avec
A+ := {a ∈ A|a = σ(a)} et A− := {a ∈ A|a = −σ(a)}.
Le groupe Γ est d’exposant 2. Il est donc abe´lien. Par suite, les groupes
abe´liens libres A+ et A− sont stables sous l’action de G. De plus, Γ agit
trivialement sur A/2A, donc les actions de G sur A+/2A+ et A−/2A− sont
triviales.
Le groupe G e´tant d’ordre infe´rieur a` n− 1, on peut appliquer la propo-
sition 3.3.2.2 au cas de l’action de G sur A+ et au cas de l’action de G sur
A−. On obtient ainsi une base (ai)si=1 de A+ et une base (ai)ti=s+1 de A−
telles que τ(ai) ∈ {−ai, ai} pour tout τ ∈ G. Tout ρ ∈ Γ est soit dans G soit
de la forme ρ = στ avec τ ∈ G : il ve´rifie donc ρ(ai) ∈ {−ai, ai} (car σ agit
comme Id sur A+ et comme −Id sur A−). 
Proposition 3.3.2.6 Soit k un sous-corps de R. Soient f ∈ k(x)[y] un
polynoˆme de degre´ 2g + 1 (avec g ∈ N) et C la courbe hyperelliptique sur
k(x) d’e´quation affine z2 = f(y). Soit J la jacobienne de C. Nous supposons
que
1. la torsion 2-primaire de J(C(x)) est finie, et
2. l’action de Gal(C/k) sur J(C(x))/2J(C(x)) est triviale.
Pour tout d ∈ k×, nous notons Cd la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation
affine z2 = d2g+1f(yd).
Alors, le rang de Mordell-Weil de J(R(x)) est non nul si et seulement
si il existe d ∈ k strictement positif tel que Jac(Cd) soit de k(x)-rang de
Mordell-Weil non nul.
De´monstration.
Nous avons suppose´ que la torsion 2-primaire de J(C(x) est finie. Le co-
rollaire 3.3.2.1 affirme donc l’existence d’une extension finieK ⊂ C de k telle
que tous les points C(x)-rationnels de J soient en fait K(x)-rationnels. Nous
appliquons la proposition 3.3.2.2 aux groupes A := J(K(x))/J(K(x))tors et
Γ := Gal(K/k).
Nous supposons dans un premier temps que le rang de Mordell-Weil
de J(R(x)) est non nul. Le groupe Γ est bien un groupe fini, car K est une
extension finie. De plus, d’apre`s le corollaire 3.1.2, le groupe A est un groupe
abe´lien libre de type fini. La proposition 3.3.2.2 implique alors l’existence
d’une base (αi)
t
i=1 de A telle que τ(αi) ∈ {−αi, αi} pour tout τ ∈ Γ.
Soit σ la conjugaison complexe. Puisque k ⊂ R, l’automorphisme σ ap-
partient a` Γ = Gal(C/k). Comme τ(αi) ∈ {−αi, αi} pour tout τ ∈ Γ, l’action
du groupe Γ commute avec celle de σ. Par suite, l’action de Γ sur A induit
par restriction une action de Γ sur le sous-groupe Aσ des e´le´ments de A
invariants sous σ.
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Le groupe A e´tant abe´lien libre, nous avons Aσ ∩ 2A = 2Aσ. Ainsi,
l’inclusion de Aσ dans A induit par passage au quotient une injection de
Aσ/2Aσ →֒ A/2A. Or l’action de Γ sur A/2A est triviale, donc le groupe Γ
agit trivialement sur Aσ/2Aσ. Nous utilisons alors la proposition 3.3.2.2 : il
existe une base (ai)
t
i=1 de Aσ telle que ∀τ ∈ Γ, τ(ai) ∈ {−ai, ai}.
Nous notons Pi ∈ J(K(x)) un repre´sentant de ai. Soit m l’exposant de
J(K(x))tors. Soit τ ∈ Γ. Si τ(ai) = ai, alors τ(Pi)−Pi est un point de torsion
de J et donc mPi est τ -invariant. Ainsi, dans le cas ou` τ(ai) = ai pour tout
τ ∈ Γ, le pointmPi est un e´le´ment d’ordre infini de J(k(x)) = Jac(C1)(k(x)).
Nous supposons qu’il existe un e´le´ment τi ∈ Γ tel que τi(ai) = −ai. Cela
signifie que Pi + τi(Pi) est un e´le´ment de torsion de J(K(x)), et donc que
mPi = −τi(mPi). De meˆme, l’orbite de Pi sous l’action de Γ est contenue
dans l’ensemble des +−Pi+T ou` T doit eˆtre un e´le´ment de torsion de J(K(x)).
Ainsi, l’orbite de mPi sous l’action de Γ est d’ordre exactement 2. Le stabi-
lisateur Γi de mPi sous l’action de Γ est donc d’indice 2. Par conse´quent, le
corps KΓi des invariants de K sous l’action de Γi est une extension de degre´
2 de k, c’est-a`-dire qu’il existe di ∈ k qui n’est pas un carre´ dans k tel que
KΓi = k(
√
di). Le point mPi appartient a` J(K
Γi(x)).
Comme ai ∈ Aσ est invariant sous σ, la conjugaison complexe σ appar-
tient a` Γi. Par suite, k(
√
di) ⊂ R, et donc
√
di appartient a` R, c’est-a`-dire
que di est strictement positif.
Le polynoˆme f e´tant de degre´ impair, les courbes C et Cdi ont un point
k(x)-rationnel au dessus du point a` l’infini de P1, et donc
* Jac(C)(KΓi(x)) = Pic0(KΓi(x)(C)),
* Jac(C)(k(x)) = Pic0(k(x)(C)) et
* Jac(Cdi)(k(x)) = Pic0(k(x)(Cdi)).
Nous notons ι : K(x)(C) −→ K(x)(C)
A(y, z) 7−→ A(y,−z)
l’involution hyperelliptique. Le
sous-corps des e´le´ments τi-invariants de K
Γi(x)(C) est k(x)(C). De plus, le
morphisme φ : k(x)(Cdi) −→ KΓi(x)(C)
A(s, t) 7−→ A(diy, dgi
√
diz)
est a` valeurs dans
KΓi(x)(C)ι◦τi . Le sous-corps Im(φ) de KΓi(x)(C) est d’indice 2 (une base
du Im(φ)-espace vectoriel KΓi(x)(C) est (1,√di)). Par conse´quent, Im(φ)
est e´gal a` KΓi(x)(C)ι◦τi . Comme 2mPi est un e´le´ment d’ordre infini de
2Jac(C)(KΓi(x)) = 2Pic0(KΓi(x)(C)), nous de´duisons de la proposition 3.2.6
que le groupe
Pic0(k(x)(C))× Pic0(k(x)(Cdi)) = Jac(C1)(k(x))× Jac(Cdi)(k(x))
contient un e´le´ment d’ordre infini. Par suite, l’un des deux groupes Jac(C1)(k(x))
ou Jac(Cdi)(k(x)) contient un e´le´ment d’ordre infini.
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Nous supposons maintenant qu’il existe di ∈ k strictement positif tel que
Jac(Cdi)(k(x)) ai un e´le´ment a d’ordre infini. D’apre`s la proposition 3.2.6, le
morphisme de groupe
CNk(
√
di)(x)(C)/k(x)(Cdi ) : Jac(Cdi)(k(x)) −→ Jac(C)(k(
√
di)(x))
est de noyau fini. L’image de a par CNK(
√
di)(x)(C)/k(x)(Cdi ) n’est donc pas
de torsion. Ainsi, le groupe Jac(C)(k(√di)(x)) est de rang de Mordell-Weil
supe´rieur ou e´gal a` 1. Par suite, Jac(C)(R(x)) est de rang de Mordell-
Weil supe´rieur ou e´gal a` 1 (car, di e´tant strictement positif, nous avons
k(
√
di) ⊂ R). 
Nous terminons cette section en explicitant un cas ou` ce qui a e´te´ fait
pre´ce´demment s’applique. Pour cela nous reprenons les notations 1.5.1.
Proposition 3.3.2.7 Soit k un sous-corps de R. Soient f(y) ∈ k[x][y]
un polynoˆme unitaire, de degre´ impair 2g + 1, sans facteur carre´, et C la
courbe hyperelliptique de´finie sur k(x) par l’e´quation affine z2 = f(y). Nous
supposons qu’il existe 2g e´le´ments e1, · · · , e2g−1, H ∈ k[x] et un polynoˆme
µ(y) ∈ k[x][y] tels que f(y) = µ(y)
2g−1∏
i=1
(y − Hei). Nous supposons de plus
que :
* la torsion 2-primaire de Jac(C)(C(x)) est finie
* le discriminant ∆(f) de f(y) est scinde´ sur k,
* le discriminant ∆(µ) de µ est de la forme H2Q2D avec D ∈ k[x] un
polynoˆme de degre´ 1 et Q ∈ k[x],
* ∆(f) = Q2Q1 avec Q1 ∈ k[x] premier a` Q, et
* pour toute racine α ∈ k de H, l’e´le´ment D(α) est un carre´ dans k.
Pour tout d ∈ k×, nous notons Cd la courbe hyperelliptique sur k(x)
d’e´quation affine z2 = d2g+1f(yd).
Alors, le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est non nul, si et seule-
ment si il existe d ∈ k strictement positif tel que Jac(Cd) soit de k(x)-rang
de Mordell-Weil non nul.
De´monstration.
Nous notons πC le morphisme de Cassels-Schaefer associe´ a` Jac(C)(C(x)).
Le the´ore`me 3.3.1.9 affirme que le groupe Gal(C/k) agit trivialement sur
l’image de πC . Par suite, le groupe Gal(C/k) agit trivialement sur
Jac(C)(C(x))/2Jac(C)(C(x)). Ainsi, nous sommes sous les hypothe`ses de la
proposition 3.3.2.6. Par conse´quent, le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x))
est non nul, si et seulement si il existe d ∈ k strictement positif tel que
Jac(Cd) soit de k(x)-rang de Mordell-Weil non nul. 
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3.4 Une traduction des conditions de descente en
termes de coefficients
Nous nous inte´ressons dans cette partie a` des polynoˆmes sans facteur
carre´ de la forme
P (y) = (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2))
ou` B, C ∈ R[x] sont des polynoˆmes totalement positifs. Soit C la courbe
hyperelliptique d’e´quation affine z2 + P (y) = 0. Nous souhaitons montrer
que le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(R(x)) est nul.
A` tout δ ∈ R(x)× nous associons les R(x)-courbes hyperelliptiques C+δ
et C−δ d’e´quations affines respectives :
C+δ : z2 = y(y − δ)(y − δC(x))(y2 − δ[1 + C(x)]y + δ2B(x)) et
C−δ : t2 = s(s2 − δ[(1− C(x))2 − 2(B(x)− C(x))]s+ δ2(B(x)− C(x))2).
Nous supposons que les polynoˆmes B(x2), C(x2), B(x2)C(x2),
B(x2) − C(x2), (B(x2) − C(x2))(1 − C(x2)) et (1 + C(x2))2 − 4B(x2) ne
sont pas des carre´s dans C(x). D’apre`s le corollaire 3.2.10, le R(x)-rang de
Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement si les jacobiennes des courbes
C+1 , C+x , C−1 et C−x sont de R(x)-rang de Mordell-Weil nuls
L’objet de cette section est de simplifier les calculs des R(x)-rangs de
Mordell-Weil des jacobiennes des courbes C+1 , C+x , C−1 et C−x en appliquant
la proposition 3.3.2.7. Ceci impose de choisir judicieusement les coefficients
de B, C ∈ R[x].
3.4.1 Une explicitation des conditions permettant la 2-descente.
Proposition 3.4.1.1 Soient B(x), C(x) ∈ R[x] deux polynoˆmes. A` tout
δ ∈ k(x)× nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C+δ et C−δ d’e´quations
affines respectives :
C+δ : z2 = y(y − δ)(y − δC(x))(y2 − δ[1 + C(x)]y + δ2B(x)) et
C−δ : t2 = s(s2 − δ[(1− C(x))2 − 2(B(x)− C(x))]s+ δ2(B(x)− C(x))2).
Soit k un sous corps de R contenant les coefficients de B et C. Nous
supposons que
* les polynoˆmes B(x2), C(x2), B(x2)C(x2), B(x2) − C(x2),
(B(x2) − C(x2))(1 − C(x2)) et (1 + C(x2))2 − 4B(x2) ne sont pas
des carre´s dans C(x),
* les polynoˆmes B, C, B − C et 1− C sont scinde´s sur k,
* le polynoˆme (1 + C(x))2 − 4B(x) est de degre´ 1 et son e´valuation en
0 est un carre´ dans k.
* le polynoˆme 1− C est premier a` x, B, B − C et (1 + C)2 − 4B.
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Alors les R(x)-rangs de Mordell-Weil de Jac(C+1 ), Jac(C+x ), Jac(C−1 ) et Jac(C−x )
sont nuls si et seulement si, pour tout e´le´ment strictement positif ζ de k, les
k(x)-rangs de Mordell-Weil de Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(C−ζ ) et Jac(C−ζx) sont
nuls.
De´monstration.
Soient ζ un e´le´ment strictement positif de k et δ ∈ {ζ, ζx}. Soit C la
courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
D’apre`s le corollaire 3.1.3 le groupe Jac(C)(C(x)) est de type fini. Par conse´quent
les groupes Jac(C+ζ )(C(x)), Jac(C+ζx)(C(x)), Jac(C−ζ )(C(x)) et Jac(C−ζx)(C(x))
sont de type fini (voir les propositions 3.2.7 et 3.2.9).
Le discriminant du polynoˆme
g(s) := s2 + δ
(
(1− C (x))2 − 2 (B (x)− C (x))
)
s+ δ2 (B (x)− C (x))2
est
δ2(1− C(x))2((1 + C(x))2 − 4B(x))
et celui du polynoˆme sg(s) est
δ6(B(x)− C(x))4(1− C(x))2((1 + C(x))2 − 4B(x)).
La proposition 3.3.2.7 s’applique donc a` la courbe C−δ et au corps k si les
trois conditions suivantes sont ve´rifie´es :
* les polynoˆmes (B(x)− C(x)) et (1− C(x)) sont scinde´s sur k.
* le polynoˆme (1 + C(x))2 − 4B(x) est de degre´ 1 et son e´valuation en
toute racine de δ est un carre´ dans k, et
* le polynoˆme 1− C est premier a` δ, B − C et (1 + C)2 − 4B.
De meˆme, le discriminant de y2 − δ(1 + C(x))y + δ2B(x) est
δ2[(1 + C(x))2 − 4B(x)],
et celui du polynoˆme
y(y − δ)(y − δC(x))((y − δ1 + C(x)
2
)2 − δ2 (1 + C(x))
2 − 4B(x)
4
)
est
δ20B(x)2C(x)2(C(x)− 1)2(B(x)− C(x))4((1 + C(x))2 − 4B(x))),
donc la proposition 3.3.2.7 s’applique a` la courbe C+δ si
* les polynoˆmes B, C, B − C et 1− C sont scinde´s sur k
* le polynoˆme (1 + C)2 − 4B est de degre´ 1 et son e´valuation en toute
racine de δ est un carre´ dans k. 
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3.4.2 La de´finition du corps de base
Dans cette sous-section, nous pre´sentons un cas particulier de la proposi-
tion 3.4.1.1. Plus pre´cise´ment nous choisissons les deux polynoˆmes
B(x), C(x) ∈ R(x) de fac¸on a` simplifier au maximum le calcul, pour tout
ζ ∈ k strictement positif, des k(x)-rangs de Mordell-Weil des jacobiennes
des courbes C+ζ , C+ζx, C−ζ et C−ζx de´finies au cours de la proposition 3.4.1.1.
En particulier, nous choisissons les coefficients B et C de degre´s les plus bas
possibles.
Dans le cas ou` B et C sont de degre´s 1 en x, le polynoˆme
P (x, y) := (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y2 + (C(x2) + 1)y +B(x2))
est de degre´ 4 en x. Nous pouvons alors de´terminer si P (x, y) est une
somme de 3 carre´s dans R(x, y) en conside´rant la courbe elliptique sur R(y)
d’e´quation de Weierstrass z2 = P (x, y). Nous e´tudions donc le cas ou` l’un
des polynoˆmes B et C est de degre´ au moins 2.
Afin de forcer le polynoˆme (1+C(x))2−4B(x) a` eˆtre de degre´ au plus 1,
nous choisissons B(x) unitaire de degre´ 2 et C(x) de degre´ 1 et de coefficient
dominant 2.
Pour pouvoir appliquer la proposition 3.4.1.1, nous devons aussi nous
assurer que B et B−C sont scinde´s sur k, c’est-a`-dire (puisque B et B−C
sont de degre´s 2) que leurs discriminants sont des carre´s dans k.
Nous nommons les coefficients des polynoˆmes B et C en e´crivant
B(x) =: (x+ b1)
2 + b0 et C(x) =: 2(x+ b1) + r.
Avec ces notations, le discriminant de B est −4b0 et celui de
B − C = (x+ b1)2 − 2(x+ b1) + b0 − r
est 4 − 4b0 + 4r. Nous montrons ainsi que les polynoˆmes B et B − C sont
scinde´s sur k si et seulement si il existe un couple (η, ω) tel que −4b0 = 4η2
et 4− 4b0 + 4r = 4ω2, c’est-a`-dire tel que
b0 = −η2 et r = ω2 − η2 − 1.
Nous supposons que c’est le cas. Le coefficient dominant du polynoˆme
(1 + C)2 − 4B = (2x+ 2b1 + ω2 − η2)2 − 4(x+ b1)2 − 4b0
= 4(ω2 − η2)(x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
est 4(ω2−η2). Le polynoˆme (1+C)2−4B est donc de degre´ 1 si et seulement
si ω2 et η2 sont diffe´rents.
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Nous souhaitons de plus que (1 + C(0))2 − 4B(0) soit un carre´ dans k,
c’est-a`-dire que nous voulons l’existence de ρ ∈ k tel que
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Par ailleurs, le polynoˆme 1 − C = −2
(
x+ b1 − 1 + ω2−η22
)
est premier
aux polynoˆmes x, B = (x + b1)
2 − η2, (B − C) = (x + b1 − 1)2 − ω2 et
[(1 + C)2 − 4B] = 4(ω2 − η2)(x + b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2 si et seulement si
les e´le´ments
* −2b1 + 2 + η2 − ω2,
* η2 − ω2 + 2 + 2η et η2 − ω2 + 2− 2η, et
* η2 − ω2 + 2ω et η2 − ω2 − 2ω
sont non nuls. Dans ce qui suit, nous supposons que ces conditions sont
ve´rifie´es.
Nous donnons maintenant des conditions sur η, ω et ρ sous lesquelles les
polynoˆmes (1+C(x2))2−4B(x2), B(x2), C(x2), B(x2)C(x2), B(x2)−C(x2)
et (B(x2)− C(x2))(1− C(x2)) ne sont pas des carre´s dans C(x).
Si ρ 6= 0, le polynoˆme (1+C(x2))2− 4B(x2) = 4(ω2− η2)x2+4ρ2 est de
degre´ 2 et sans facteur carre´. Dans ce cas, le polynoˆme (1+C(x2))2−4B(x2)
n’est pas un carre´ dans C(x).
De meˆme, si 2b1 + ω
2 − η2 − 1 est non nul, alors le polynoˆme
C(x2) = 2(x2 + b1) + ω
2 − η2 − 1 est de degre´ 2 et sans facteur carre´,
et n’est donc pas un carre´ dans C(x).
Les polynoˆmes B(x2)−C(x2) et 1−C(x2) sont premiers entre eux, car
les polynoˆmes B − C et 1− C ont e´te´ suppose´s premiers entre eux.
Lorsque ω est non nul, les polynoˆmes x2 + b1 − 1 + ω et x2 + b1 − 1− ω
sont premiers entre eux. Si de plus les e´le´ments b1− 1+ω et b1− 1−ω sont
non nuls, alors le polynoˆme
B(x2)− C(x2) = (x2 + b1 − 1)2 − ω2
est sans facteur carre´ de degre´ 4. Dans ce cas les polynoˆmes B(x2)−C(x2)
et (B(x2) − C(x2))(1 − C(x2)) ne sont pas des carre´s dans C(x) (car les
polynoˆmes B(x2)− C(x2) et 1− C(x2) sont premiers entre eux).
De meˆme, si η, b1 − η et b1 − η sont non nuls, alors
B(x2) = (x2 + b1)
2 − η2
est un polynoˆme de degre´ 4 sans facteur carre´. Dans ce cas, B(x2) n’est pas
un carre´ dans C(x).
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Nous supposons ces trois conditions ve´rifie´es. Nous supposons de plus
que le reste
(ω2 − η2 − 1)2
4
− η2
de la division euclidienne de B(x2) = (x2 + b1)
2 − η2 par
C(x2) = 2(x2 + b1) + ω
2 − η2 − 1
est non nul. Alors les polynoˆmes B(x2) et C(x2) sont premiers entre eux.
Par suite, le polynoˆme B(x2)C(x2) n’est pas un carre´ dans C(x).
Finalement, en utilisant la proposition 3.4.1.1 et le corollaire 3.2.10, nous
aboutissons a` un re´sultat de 2-descente pour la jacobienne de la courbe C :
The´ore`me 3.4.2.1 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
* η, ω, ρ et ω2 − η2,
* 2b1 − 2 + ω2 − η2,
* η2 − ω2 + 2 + 2η et η2 − ω2 + 2− 2η,
* η2 − ω2 + 2ω et η2 − ω2 − 2ω,
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
* 2b1 + ω
2 − η2 − 1, b1 + η, b1 − η, b1 − 1 + ω et b1 − 1− ω
sont non nuls.
Soit C la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
A` tout δ ∈ k(x)× nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C+δ et
C−δ d’e´quations respectives :
C+δ : t2 = y(y − δ)(y − δC(x))(y2 − δ[1 + C(x)]y + δ2B(x)) et
C−δ : t2 = s
(
s2 + δ
[
(1− C (x))2 − 2 (B (x)− C (x))
]
s+ δ2 [B (x)− C (x)]2
)
.
Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et seulement
si, pour tout ζ ∈ k strictement positif, les k(x)-rangs de Mordell-Weil de
Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(C−ζ ) et Jac(C−ζx) sont nuls.
3.5 Le calcul de rangs de Mordell-Weil a` l’aide
d’isoge´nies de Richelot.
Cette partie est reprise de divers articles ou ouvrages : [CF96], [Sch95],
[Sch98], [Sto01].
98
3.5.1 Le principe ge´ne´ral
Proposition 3.5.1.1 Soit K un corps de caracte´ristique 0. Soient J et Ĵ
deux varie´te´s abe´liennes sur K. Nous supposons que le groupe J(K) est de
type fini. Soient ϕ : J −→ Ĵ et ϕ̂ : Ĵ −→ J deux isoge´nies telles que ϕ ◦ ϕ̂
soit la multiplication par 2 dans Ĵ et ϕ̂ ◦ ϕ soit la multiplication par 2 dans
J .
Alors, le rang de Mordell-Weil de J(K) est nul si et seulement si
J(K)/ϕ̂(Ĵ(K)) et Ĵ(K)/ϕ(J(K)) sont engendre´s respectivement par la tor-
sion de J(K) et par la torsion Ĵ(K).
De´monstration.
Si G est un groupe abe´lien, Nous de´signons par Gtors le sous-groupe des
e´le´ments de torsion de G.
Nous supposons tout d’abord que J(K)/ϕ̂(Ĵ(K)) et Ĵ(K)/ϕ(J(K)) sont
engendre´s respectivement par la torsion de J(K) et par la torsion de Ĵ(K).
Le groupe J(K) e´tant de type fini, Le groupe quotient J(K)/J(K)tors ad-
met une Z-base. Nous supposons par l’absurde que le rang de Mordell-Weil
de J(K) est non nul. Soit α un e´le´ment d’une Z-base de J(K)/J(K)tors.
L’e´le´ment α n’est pas un double dans J(K)/J(K)tors. Soit P ∈ J(K) un
repre´sentant de la classe α.
Comme J(K)/ϕ̂(Ĵ(K)) est engendre´ par J(K)tors, il existe un e´le´ment
Q ∈ Ĵ(K) et un e´le´ment T1 ∈ J(K)tors tel que P = T1 + ϕ̂(Q). De meˆme
Ĵ(K)/ϕ(J(K)) est engendre´ par Ĵ(K)tors, et il existe donc un e´le´ment
R ∈ J(K) et un e´le´ment de torsion T2 ∈ Ĵ(K)tors tel que
Q = T2 + ϕ(R).
Puisque ϕ̂(T2) est un point de torsion de J(K), l’e´le´ment α est la classe
de 2R = P − T1 − ϕ̂(T2) dans J(K)/J(K)tors. Cependant, α e´tant un
e´le´ment d’une Z-base de J(K)/J(K)tors, l’e´le´ment α n’est pas un double
dans J(K)/J(K)tors. De cette contradiction nous de´duisons que J(K) est
de rang de Mordell-Weil nul.
La re´ciproque est obtenue en remarquant que Ĵ(K) est de torsion lorsque
J(K) est de torsion (le morphisme ϕ̂ : Ĵ −→ J est une isoge´nie). 
3.5.2 Le cas des courbes elliptiques
Pour ces rappels, le lecteur peut consulter les livres suivants : [Sil94],
[ST92], [Sil92], [Kna92].
Notations 3.5.2.1 Soient K un corps de caracte´ristique 0, et a, b ∈ K.
Nous conside´rons la courbe elliptique E d’e´quation de Weierstrass
E : z2 = y(y2 + ay + b).
Soit Ê la courbe elliptique d’e´quation de Weierstrass
Ê : z2 = y(y2 − 2ay + a2 − 4b).
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Les e´le´ments neutres des courbes elliptiques E et Ê sont respectivement
de´signe´s par O et par Ô.
Nous de´finissons une isoge´nie ϕ : E −→ Ê en posant
ϕ(y, z) :=
(
y + a+
b
y
, z
(
y2 − b
y2
))
si (x, y) est un point de E tel que y soit non nul, et en posant
ϕ((0, 0)) := ϕ(O) := Ô.
Par syme´trie du roˆle de E et Ê nous de´finissons une isoge´nie de la courbe Ê
vers une courbe elliptique isomorphe a` la courbe E . Cette isoge´nie correspond
a` l’isoge´nie ϕ̂ : Ê −→ E obtenue en posant
ϕ̂(y, z) :=
(
1
4
(
y + a+
b
y
)
, z
(
y2 − b
8y2
))
si (x, y) est un point de Ê tel que y soit non nul, et ϕ((0, 0)) := ϕ(Ô) := O.
Les isoge´nies ϕ et ϕ̂ sont de degre´s 2 et duales l’une de l’autre.
Nous supposons que E(K) est de type fini. D’apre`s la proposition 3.5.1.1,
la courbe elliptique E est de K-rang de Mordell-Weil nul si et seulement
si E(K)/ϕ̂(Ê(K)) et Ê(K)/ϕ(E(K)) sont respectivement engendre´s par les
classes des e´le´ments de torsion de E(K) et Ê(K).
Notations 3.5.2.2 Soit K un corps de caracte´ristique 0. Soit α, β ∈ K.
Soit D la courbe elliptique sur K d’e´quation de Weierstrass
z2 = y(y2+αy+ β). A` la courbe elliptique D nous associons un morphisme
de groupe γD : D(K) −→ K×/K×2 en prenant
* γD((x, y)) e´gal a` la classe de x dans K×/K×2 si x est non nul,
* γD((0, 0)) e´gal a` la classe de β dans K×/K×2, et
* γD(O) e´gal a` la classe de 1 dans K×/K×2.
Le morphisme de groupe γE a pour noyau l’image de γE . Par suite,
E(K)/ϕ̂(Ê(K)) est isomorphe a` γE(Ê(K)). Nous avons donc e´quivalence
entre :
* le groupe E(K)/ϕ̂(Ê(K)) est engendre´ par les classes des e´le´ment de
torsion E(K), et
* l’image γE est engendre´ par γE(E(K)tors) (avec E(K)tors la torsion de
E(K)).
Cette remarque est encore valable en intervertissant E et Ê (et donc ϕ et ϕ̂).
En appliquant la proposition 3.5.1.1, nous montrons donc la proposition :
Proposition 3.5.2.3 Nous conservons les notations 3.5.2.1 et 3.5.2.2. Nous
supposons que le groupe abe´lien E(K) est de type fini. Si G est un groupe
abe´lien, nous notons Gtors le sous-groupe des e´le´ments de torsion de G.
Alors le rang de Mordell-Weil de E(K) est nul si et seulement si
γE(E(K)) = γE(E(K)tors) et γbE(Ê(K)) = γbE(Ê(K)tors).
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3.5.3 Le cas des courbes hyperelliptiques de genre 2.
Cette partie est reprise de [CF96]. Nous ne donnons que les e´nonce´s qui
nous seront utiles par la suite. Pour les preuves et les notions concernant les
isoge´nies de Richelot, le lecteur peut consulter [CF96] ou [BM88].
Notations 3.5.3.1 Soit K un corps de caracte´ristique 0. Soit
Gi(y) = gi,2y
2 + gi,1(y) + gi,0 ∈ K[y] un polynoˆme de degre´ au plus 2.
Soit C la courbe hyperelliptique sur K d’e´quation affine
C : z2 = G1(y)G2(y)G3(y).
Nous posons :
* ∆ := det(gi,j),
* L1(y) := G
′
2(y)G3(y)−G2(y)G′3(y),
* L2(y) = G
′
3(y)G1(y)−G3(y)G′1(y) et
* L3(y) = G
′
1(y)G2(y)−G1(y)G′2(y).
Soit Ĉ la courbe hyperelliptique sur K d’e´quation affine
Ĉ : ∆ẑ2 = L1(ŷ)L2(ŷ)L3(ŷ).
Notations 3.5.3.2 La correspondance (2, 2) entre les courbes hyperellip-
tiques C et Ĉ de´finie par la sous-courbe Z ⊂ C × Ĉ d’e´quations{
G1(y)L1(ŷ) +G2(y)L2(ŷ) = 0
zẑ = (y − ŷ)G1(y)L1(ŷ)
induit une isoge´nie ϕ : Jac(C) −→ Jac(Ĉ). Cette isoge´nie est appele´e isoge´nie
de Richelot. En intervertissant C et Ĉ, nous de´finissons une isoge´nie de
Richelot ϕ̂ : Jac(Ĉ) −→ Jac(C).
Remarque :
Les compose´es ϕ̂ ◦ ϕ et ϕ ◦ ϕ̂ sont les multiplications par 2 de Jac(C)
et Jac(Ĉ) respectivement. Nous allons appliquer la proposition 3.5.1.1 aux
isoge´nies ϕ et ϕ̂.
De´finition 3.5.3.3 Nous conservons les notations 3.5.3.1. Soit
Ki,C := K[T ]/(Gi(T )) (l’anneau Ki,C est soit un corps soit le produit K×K).
Nous de´finissons un morphisme ΠC : Jac(C)(K) −→ (K×/K×2)3 de la
fac¸on suivante : si div(u, v) ∈ Div0(K(C)) est un diviseur semi-re´duit tel
que u soit premier a` Gi, et si α de´signe la classe d’e´quivalence line´aire de
div(u, v), alors la i-e`me coordonne´e de ΠC(α) est la classe de
NKi,C/K((−1)deg(u)u(T )) dans K×/K×2 (avec i = 1, 2 ou 3).
Proposition 3.5.3.4 Nous conservons les notations 3.5.3.1 et 3.5.3.2. Alors
le noyau de ΠC est l’image ϕ̂(Jac(Ĉ)(K)).
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De´monstration.
Le lecteur se reportera a` [CF96], e´quation 10.2.13. 
Remarque :
Les courbes C et Ĉ ont un roˆle syme´trique. En intervertissant ces deux
courbes, nous de´finssons un morphisme ΠbC de noyau e´gal a` l’image ϕ(Jac(C)(K)).
Corollaire 3.5.3.5 Nous conservons les notations 3.5.3.1. Si G est un groupe
abe´lien, nous notons Gtors le sous-groupe des e´le´ments de torsion de G.
Alors le rang de Mordell-Weil de Jac(C)(K) est nul si et seulement si
ΠC(Jac(C)(K)) = ΠC(Jac(C)(K)tors) et ΠbC(Jac(Ĉ)(K)) = ΠC(Jac(Ĉ)(K)tors).
De´monstration.
D’apre`s la proposition 3.5.3.4, les morphismes ΠC et ΠbC de´finissent deux
isomorphismes : entre Jac(C)(K)/ϕ̂(Jac(Ĉ)(K)) et l’image de ΠC d’une part,
et entre Jac(Ĉ)(K)/ϕ(Jac(C)) et l’image de ΠbC d’autre part. Pour conclure,
nous appliquons la proposition 3.5.1.1. 
The´ore`me 3.5.3.6 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
* η, ω, ρ et ω2 − η2,
* 2b1 − 2 + ω2 − η2,
* η2 − ω2 + 2 + 2η et η2 − ω2 + 2− 2η,
* η2 − ω2 + 2ω et η2 − ω2 − 2ω,
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
* 2b1 + ω
2 − η2 − 1, b1 + η, b1 − η, b1 − 1 + ω et b1 − 1− ω
sont non nuls.
Soit C la courbe hyperelliptique d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1)(y2 + C(x2))(y4 + (1 + C(x2))y2 +B(x2)) = 0.
A` tout δ ∈ k(x)× nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C+δ ,
Ĉ+δ , C−δ , Ĉ−δ d’e´quations affines respectives :
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y2 −
(
δ(1−C(x))
2
)2)(
y2 − δ2[(1+C(x))2−4B(x)]4
)
Ĉ+δ : z2 = (y + δ(1 + C(x)))(y2 − 4δ2B(x))(y2 − 4δ2C(x))
C−δ : z2 = y(y2 − δ[(1− C(x))2 − 2(B(x)− C(x))]y + δ2(B(x)− C(x))2)
Ĉ−δ : t2 = y(y + δ(1− C(x))2)(y + δ((1− C(x))2 − 4(B(x)− C(x)))).
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Alors le R(x)-rang de Mordell-Weil de la jacobienne de la courbe C est
nul si et seulement si, pour tout ζ ∈ k strictement positif, les images des
homomorphismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de
C−ζ , C−ζx, Ĉ−ζ , Ĉ−ζx, Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(Ĉ+ζ ) et Jac(Ĉ+ζx).
De´monstration.
Si G est un groupe abe´lien, nous notons Gtors le sous-groupe des e´le´ments
de torsion de G.
Nous nous donnons un polynoˆme δ ∈ k[x] et nous Posons
G1(s) := s, G2(s) := (s−δ)(s−δC(x)) et G3(s) := s2−δ(1+C(x))s+δ2B(x).
Soit H+δ la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H+δ : t2 = G1(s)G2(s)G3(s).
Suivant les notations 3.5.3.1, nous posons :
* ∆ = det
 0 1 0δ2C −δ(1 + C) 1
δ2B −δ(1 + C) 1
 = δ2(B − C),
* L1(ŷ) := G
′
2G3 −G2G′3
= 2δ2(B − c)ŷ + δ3((1 + C)C − (1 + C)B)
= δ2(B − C)(2ŷ − δ(1 + C)),
* L2(ŷ) := G
′
3G1 −G3G′1 = ŷ2 − δ2B, et
* L3(ŷ) := G
′
1G2 −G1G′2 = δ2C − ŷ2.
La courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
∆ẑ2 = L1(ŷ)L2(ŷ)L3(ŷ)
est isomorphe a` la courbe Ĉ+δ (via le changement de variable z := 4ẑ et
y := −2ŷ). Ainsi, d’apre`s la proposition 3.5.3.5, le rang de Mordell-Weil de
Jac(H+δ )(k(x)) est nul si et seulement si
* ΠH+δ (Jac(H
+
δ )(k(x))) = ΠH+δ (Jac(H
+
δ )(k(x))tors), et
* ΠbC+δ
(Jac(Ĉ+δ )(k(x))) = ΠbC+δ (Jac(Ĉ
+
δ )(k(x))tors).
Dans le crite`re ci-dessus nous souhaitons maintenant remplacer la courbeH+δ
par la courbe C+δ . La courbe H+δ est isomorphe sur k(x) a` la courbe hyper-
elliptique C+δ via le changement de variable y := s− δ(1+C)2 . Ce changement
de variables induit un isomorphisme de groupe Ψ : Jac(C+δ ) −→ Jac(H+δ ).
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De plus, l’image de ΠC+δ est engendre´e par l’image des point de torsion de
Jac(C+δ ) si et seulement si l’image de ΠH+δ = ΠC+δ ◦ Ψ
−1 est engendre´e par
l’image des points de torsion de Jac(H+δ ). Par suite, le rang de Mordell-Weil
de Jac(C+δ )(k(x)) est nul si et seulement si
* ΠC+δ (Jac(C
+
δ )((k(x)))) = ΠC+δ (Jac(C
+
δ )((k(x)))tors), et
* ΠbC+δ
(Jac(Ĉ+δ )((k(x)))) = ΠbC+δ (Jac(Ĉ
+
δ )((k(x)))tors).
Nous concluons en appliquant les propositions 3.4.2.1 et 3.5.2.3. 
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Chapitre 4
Une famille de polynoˆmes
positifs ou nuls sur R2 qui ne
sont pas somme de trois
carre´s dans R(x, y).
Nous rappelons tout d’abord la forme ge´ne´rale des polynoˆmes e´tudie´s
dans ce chapitre. Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x+ b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1.
Le but de ce chapitre est de trouver des conditions sous lesquelles le
polynoˆme
P (x, y) =
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2 mais n’est pas une somme de trois carre´s.
Soit C la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
C : z2 + P (x, y) = 0.
Nous supposons que les e´le´ments
* η, ω, ρ et ω2 − η2,
* 2b1 − 2 + ω2 − η2,
*
(
η2 − ω2 + 2)2 − 4η2 = (η2 − ω2 + 2 + 2η) (η2 − ω2 + 2− 2η),
*
(
η2 − ω2)2 − 4ω2 = (η2 − ω2 + 2ω) (η2 − ω2 − 2ω),
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
* 2b1 + ω
2 − η2 − 1, b1 + η, b1 − η, b1 − 1 + ω et b1 − 1− ω
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sont non nuls. Alors, d’apre`s le corollaire 2.4.9, la jacobienne Jac(C) n’a
aucun R(x)-point de torsion antineutre. L’objet de ce chapitre est de montrer
que Jac(C)(R(x)) est de rang de Mordell-Weil nul : dans ce cas, Jac(C) n’a
aucun R(x)-point antineutre, et donc P n’est pas une somme de trois carre´s
dans R(x, y). Pour cela nous utilisons le the´ore`me 3.5.3.6.
A` tout δ ∈ k(x)× nous associons les k(x)-courbes hyperelliptiques C+δ ,
Ĉ+δ , C−δ , Ĉ−δ d’e´quations affines respectives :
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y2 −
(
δ(1−C(x))
2
)2)(
y2 − δ2[(1+C(x))2−4B(x)]4
)
Ĉ+δ : z2 = (y + δ (1 + C (x)))
(
y2 − 4δ2B (x)) (y2 − 4δ2C (x))
C−δ : z2 = y
(
y2 − δ
[
(1− C (x))2 − 2 (B (x)− C (x))
]
y + δ2 (B (x)− C (x))2
)
Ĉ−δ : t2 = y
(
y + δ (1− C (x))2
)(
y + δ
[
(1− C (x))2 − 4 (B (x)− C (x))
])
.
Notations 4.1 Si α, β ∈ k(x)× sont deux fractions rationnelles non nulles,
nous disons que α et β sont e´quivalentes modulo les carre´s et nous notons
α ∼ β s’il existe γ ∈ k(x)× telle que α = γ2β. Nous notons [a] la classe
d’e´quivalence d’un e´le´ment a de k(x)× pour la relation ∼ .
Soit P ∈ k[x] un polynoˆme irre´ductible. Si α, β ∈ k[x] sont deux po-
lynoˆmes non divisibles par P , nous disons que α et β sont e´quivalents
modulo les carre´s et modulo P, et nous notons α ∼ β mod P, s’il existe
γ1, γ2 ∈ k[x] non divisibles par P tels que γ21α ≡ γ22β mod P.
Nous reprenons les de´finitions introduites dans la section 3.5.
Notations 4.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient α ∈ k[x] et
β ∈ k[x] deux polynoˆmes tels que β(α2−4β) 6= 0. Soit E la courbe elliptique
sur k(x) d’e´quation affine
E : t2 = s(s2 + αs+ β).
Soit O l’e´le´ment neutre de E(k(x)). Nous de´finissons un morphisme
γE : E(k(x)) −→ k(x)×/k(x)×2
en posant γE(s, t) := [s] si s 6= 0, γE(0, 0) := [β] et γE(O) := [1]. Nous notons
aussi γE,k(x) le morphisme γE lorsque nous souhaitons pre´ciser le corps de
base.
Notations 4.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient G1(y) ∈ k(x)[y]
un polynoˆme de degre´ 1 en y, et G2(y), G3(y) ∈ k(x)[y] deux polynoˆmes de
degre´s 2 en y (pas ne´cessairement irre´ductibles).
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Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = G1(y)G2(y)G3(y).
Soient Ai := k(x)[y]/(Gi(y)) et yi la classe de y dans Ai. Nous notons
ΠH : Jac(H)(k(x)) −→ (k(x)×/k(x)×2)3
l’unique morphisme dont la i-e`me coordonne´e envoie la classe d’e´quivalence
line´aire d’un diviseur semi-re´duit div(u, v) sur H tel que u soit premier a`
Gi(y) sur la classe dans k(x)
×/k(x)×2 de NAi,H/k(x)
(
(−1)deg(u) u (yi)
)
.
Notations 4.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soit δ ∈ k(x)×. Nous
pre´cisons l’utilisation des notations 4.3 dans deux cas particuliers.
Lorsque H = C+δ est la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y2 −
(
δ(1−C(x))
2
)2)(
y2 − δ2[(1+C(x))2−4B(x)]4
)
,
nous utilisons les notations 4.3 en posant
G1(y) := y +
δ(1+C(x))
2
G2(y) := y
2 −
(
δ(1−C(x))
2
)2
et
G3(y) := y
2 − δ2[(1+C(x))2−4B(x)]4 .
Lorsque H = Ĉ+δ est la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
Ĉ+δ : z2 = (y − δ (1 + C (x)))
(
y2 − 4δ2B (x)) (y2 − 4δ2C (x)) ,
nous utilisons les meˆme notations 4.3 en posant
G1(y) := y − δ (1 + C (x))
G2(y) := y
2 − 4δ2B (x) et
G3(y) := y
2 − 4δ2C (x) .
Les notations 4.2, 4.3 et 4.4, nous permettent d’e´noncer la conclusion
du the´ore`me 3.5.3.6 : le R(x)-rang de Mordell-Weil de Jac(C) est nul si et
seulement si, pour tout ζ ∈ k strictement positif, les images des homomor-
phismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
107
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de
C−ζ , C−ζx, Ĉ−ζ , Ĉ−ζx, Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(Ĉ+ζ ) et Jac(Ĉ+ζx).
Au cours de ce chapitre, nous e´tudions, dans quatre section distinctes,
l’image des quatre morphismes γC−δ , γbC−δ
, ΠC+δ et ΠbC+δ
. De ces e´tudes, nous
de´duisons des conditions sur η, ω et ρ sous lesquelles le R(x)-rang de Mordell-
Weil de Jac(C) est nul.
4.1 La me´thode ge´ne´rale de l’e´tude.
Notations 4.1.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soit f(y) ∈ k(x)[y]
un polynoˆme unitaire sans facteur carre´ de degre´ impair. Nous conside´rons
la courbe hyperelliptique H sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = f(y).
Soit f =
r∏
i=1
Pi(y) la de´composition de f en facteurs premiers dans
k(x)[y]. Soit M := k(x)[t]/f(t). Soient Ki := k(x)[y]/Pi(y) et yi la classe de
y dans Ki.
Nous notons JH := Jac(H). Soit πH : JH(k(x)) −→ M×/M×2 le mor-
phisme de Cassels-Schaefer associe´ a` la courbe H et au corps k(x). Graˆce
au lemme chinois, le morphisme πH peut eˆtre vu comme un morphisme
πH : JH(k(x)) −→
r∏
i=1
K×i /K
×2
i .
Notations 4.1.2 Dans ce qui suit nous notons πH,i : JH(k(x)) −→ K×i /K×2i
la i-e`me coordonne´e de πH.
La norme NKi/k(x) de l’extension Ki/k(x) induit un homomorphisme
NKi/k(x) : K
×
i /K
×2
i −→ k(x)×/k(x)×2. Nous posons ΞH,i := NKi/k(x) ◦πH,i.
Nous notons ΞH : JH(k(x)) −→
r∏
i=1
k(x)×/k(x)×2 l’homomorphisme de
i-e`me coordonne´e ΞH,i.
Soient ζ ∈ k× strictement positif. Nous supposonsH ∈ {C+ζ , C+ζx, Ĉ+ζ , Ĉ+δ }.
Nous souhaitons montrer que Im(ΠH) est e´gale a` l’image du sous-groupe de
torsion de Jac(H)(k(x)) par ΠH. Pour cela, nous e´tudions l’image de ΞH.
Nous en de´duisons ensuite des renseignements sur l’image de ΠH. E´tudier
d’abord le morphisme ΞH permet une e´tude plus pre´cise de l’image de ΠH.
En effet les composantes de ΠH s’obtiennent a` partir des composantes de ΞH.
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Par ailleurs, si f(y) est de la forme f(y) = y(y2 + αy + β) (avec α,
β ∈ k(x) tels que β (α2 − 4β) 6= 0), alors γH est la coordonne´e de ΞH as-
socie´e au facteur premier y du polynoˆme y(y2 + αy + β).
La premie`re e´tape de notre e´tude consiste a` utiliser les e´quations de
Jac(H) obtenues graˆce a` la repre´sentation de Mumford (c.f. [Mum84]). Plus
pre´cise´ment nous utilisons l’assertion suivante : si div(u, v) ∈ Div0(k(x)(H))
est un diviseur semi-re´duit, alors
f ≡ v2 mod u.
Cette congruence, nous a pre´ce´demment permis de montrer les propositions
1.5.9 et 3.3.1.3. En associant ces deux propositions, nous obtenons la pro-
position :
Proposition 4.1.3 Nous conservons les notations 4.1.1 et 4.1.2. Soit
i ∈ {1, · · · , r}. Pour tout j 6= i, nous posons
di,j := pgcd
NKi/k(x)
P ′i (yi)∏
k 6=i
Pk (yi)
 , NKj/k(x)
P ′j (yj)∏
k 6=j
Pk (yj)
 .
Soit div(u, v) un diviseur semi-re´duit de k(x)(H). Nous notons
Cl(div(u, v)) ∈ Jac(H)(k(x)) sa classe d’e´quivalence line´aire.
Il existe alors une famille (µi,j) 1 ≤ i ≤ r,
j 6= i
d’e´le´ments de k[x] sans fac-
teur carre´ telle que
* les facteurs premiers de µi,j soient des facteurs premiers de di,j,
* µi,j = µj,i, et
* ΞH,i(Cl(div(u, v))) soit la classe de
∏
j 6=i
µi,j.
De´monstration.
Nous pouvons sans perte de ge´ne´ralite´ supposer que u est premier a` f :
tout diviseur sur H est line´airement e´quivalent a` un diviseur semi-re´duit
div(u, v) avec u premier a` f .
Le corps Ki est un corps de fonction sur k. Le corps Ki est donc le
corps des fractions d’un anneau de Dedekind Oi. Nous notons (Pi,l)l∈I la
famille des ide´aux premiers de Oi en lesquels (−1)deg(u)u(yi) a une valuation
impaire et (Qi,l)l∈eI la famille des ide´aux en lesquels (−1)deg(u)u(yi) a une
valuation paire. Pour tout indice l ∈ I nous notons nl ∈ Z l’unique entier tel
que vPi,l(u) = 2nl + 1. De meˆme pour tout indice l ∈ I˜ nous notons ml ∈ Z
l’unique entier tel que vQi,l(u) = 2ml. La de´composition en ide´aux premiers
de l’ide´al associe´ a` (−1)deg(u)u(yi) est(
(−1)deg(u)u(yi)
)
=
∏
l∈I
P2nl+1i,l ×
∏
l∈eI
Q2mli,l
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En appliquant NKi/k(x), nous obtenons NKi/k(x)((−1)deg(u)u(yi)) = βiθ2i
avec :
* βi ∈ k[x] un repre´sentant de l’ide´al
∏
l∈I
NKi/k(x)(Pi,l), et
* θi ∈ k(x) un repre´sentant de
∏
l∈I
NKi/k(x)(Pi,l)nl×
∏
l∈eI
NKi/k(x)(Qi,l)ml .
Soient αi ∈ k[x] un polynoˆme sans facteur carre´ et γi ∈ k(x) tels que
βi = αiγ
2
i . Nous rappelons que πH,i(Cl(div(u, v)) est la classe de (−1)deg(u)u(yi)
dans K×i /K
×2
i . L’image ΞH,i(Cl(div(u, v)) = NKi/k(x)(πH,i(Cl(div(u, v))))
est donc e´gale a` la classe de αi dans k(x)
×/k(x)×2.
Soit ǫi le coefficient dominant de αi. Nous de´finissons µi,j comme un plus
grand commun diviseur de αi et αj avec le choix de coefficient dominant ǫi,j
(de µi,j) suivant :
* si j /∈ {i− 1, i, i+ 1}, nous choisissons µi,j unitaire ;
* nous prenons ǫ1,2 et ǫ2,1 e´gaux a` ǫ1 ;
* par re´currence sur i, nous posons ǫi,i+1 :=
ǫi
ǫi−1,i
puis ǫi+1,i := ǫi,i+1.
Par construction, nous avons ǫi,i−1ǫi,i+1 :=
ǫi,i−1ǫi
ǫi−1,i
= ǫi. Ainsi les polynoˆmes
αi et
∏
j 6=i
µi,j ont meˆme coefficient dominant (et ce coefficient dominant est
ǫi).
Il existe un polynoˆme sans facteur carre´ Λi ∈ k[x] et un polynoˆme uni-
taire Γi ∈ k[x] tels que
∏
j 6=i
µi,j = ΛiΓ
2
i . Le coefficient dominant de Λi est
ǫi.
L’image de πH est contenue dans le noyau de l’application
M×/M×2 −→ k(x)×/k(x)×2 induite par la norme NM/k(x) :=
3∏
i=1
NKi/k(x).
Par conse´quent le polynoˆme
r∏
i=1
αi est un carre´ dans k(x).
Soient i ∈ {1, · · · , r} fixe´ et p un facteur premier de αi. Puisque
r∏
i=1
αi
est un carre´ dans k(x), sa valuation en p est paire. Or les αj sont sans
facteur carre´, donc p doit diviser un nombre pair de αj . De plus, p divise
αi donc p divise un nombre impair d’e´le´ments de {αj | j 6= i}, ou de fac¸on
e´quivalente p divise un nombre impair de µi,j = pgcd(αi, αj) (avec j 6= i).
Le polynoˆme µi,j est sans facteur carre´, donc de valuation 0 ou 1 en p. Par
suite, Λi = Γ
−2
i
∏
j 6=i
µi,j est de valuation impaire en p. Ainsi, tout facteur
premier de αi divise Λi. Or αi est sans facteur carre´, donc αi divise Λi.
Re´ciproquement, nous montrons que Λi divise αi. Soit p un facteur pre-
mier de Λi. Alors p divise µi,j = pgcd(αi, αj) pour un certain j 6= i. En
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particulier p est un diviseur de αi. Ceci permet de conclure : puisque Λi est
sans facteur carre´, le polynoˆme Λi divise αi.
Ainsi les polynoˆmes αi et Λi sont e´gaux a` multiplication par un e´le´ment
de k× pre`s. Par ailleurs, les polynoˆmes Λi et αi ont meˆme coefficient domi-
nant. Les deux polynoˆmes αi et Λi sont donc e´gaux, et par suite les classes
de αi et
∏
j 6=i
µi,j dans k(x)
×/k(x)×2 sont e´gales.
D’apre`s la proposition 3.3.1.3, les ide´aux premiers de Oi en lesquels
πH,i(Cl(div(u, v)) a une valuation impaire sont des ide´aux apparaissant dans
la de´composition en ide´aux premiers de la classe de f ′(yi) dans Ki. Ainsi, les
facteurs premiers de αi ∈ k[x] sont des facteurs premiers de NKi/k(x)(f ′(yi)),
c’est-a`-dire des facteurs premiers de NKi/k(x)(P
′
i (yi)
∏
j 6=i
Pj(yi)) puisque
f ′(T ) ≡ P ′i (T )
∏
j 6=i
Pj(T ) mod Pi(T ).
Les facteurs premiers de µi,j = pgcd(αi, αj) sont donc des facteurs premiers
de di,j = pgcd(NKi/k(x)(P
′
i (yi)
∏
k 6=i
Pk(yi)), NKj/k(x)(P
′
j(yj)
∏
k 6=j
Pk(yj))). 
Dans le cas particulier des courbes elliptiques, la proposition 4.1.3 est une
conse´quence de la proposition suivante (dont la de´monstration est reprise
de [CEP71]).
Proposition 4.1.4 Soient k un corps de caracte´ristique 0 et K une exten-
sion de k. Soient S, T ∈ k[x] tels que T (S2 − 4T ) 6= 0. Nous notons D la
courbe elliptique d’e´quation de weierstrass
D : β2 = α(α2 + Sα+ T ).
Soit (α, β) 6= (0, 0) un K(x)-point de D.
Il existe alors ǫ ∈ K, µ ∈ K[x] unitaire sans facteur carre´ divisant T et
deux polynoˆmes θ ∈ k[x] et ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ,
* α = ǫµ θ
2
ψ2
,
* ǫµν2 = ǫ2µ2θ4 + Sǫµθ2ψ2 + Tψ4.
De´monstration.
Nous commenc¸ons par e´crire α = χϕ et β =
ξ
φ avec χ, ϕ, ξ et φ ∈ K[x]
des polynoˆmes tels que
* χ et ϕ soient premiers entre eux,
* ξ et φ soient premiers entre eux, et
* φ et ϕ soient unitaires.
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En chassant les de´nominateurs dans l’e´quation de D, nous obtenons :
ϕ3ξ2 = φ2χ(χ2 + Sϕχ+ Tϕ2). (4.1)
Comme φ2 divise ϕ3ξ2 et est premier a` ξ, le polynoˆme φ2 divise ϕ3. De meˆme
ϕ3 divise φ2χ(χ2 + Sϕχ + Tϕ2) et est premier a` χ et a` (χ2 + Sϕχ + Tϕ2)
(car χ2 + Sϕχ + Tϕ2 ≡ χ2 mod ϕ), donc ϕ3 divise φ2. Ainsi φ2 et ϕ3 sont
e´gaux (ils sont tous deux unitaires). Il existe donc ψ ∈ K[x] unitaire tel que
ϕ = ψ2 et φ = ψ3.
Nous posons χ = ǫµθ2 avec ǫ ∈ K et µ, θ ∈ K[x] deux polynoˆmes
unitaires. L’e´quation 4.1 se re´e´crit alors
ξ2 = ǫµθ2(ǫ2µ2θ4 + Sǫµθ2ψ2 + Tψ4).
Cette e´galite´ impose a` µ de diviser ξ et entraˆıne donc l’existence de ν ∈ K[x]
tel que
ǫµν2 = ǫ2µ2θ4 + Sǫµθ2ψ2 + Tψ4.
Cette e´galite´ montre que µ divise Tψ4. Par ailleurs µ est premier a` ψ (puis-
qu’il divise χ). Le polynoˆme µ est donc un diviseur de T. 
Remarque :
Ce re´sultat e´tant plus pre´cis que la proposition 4.1.3, nous l’utilisons au
cours des sections 4.2 et 4.3. Ceci explique pourquoi nous ne parlons pas du
morphisme ΞH au cours de ces deux sections.
Soient P une place de k(x), OP l’anneau de valuation correspondant, et
k(P) := OP/P le corps re´siduel en P. La surjection canonique OP −→ k(P)
induit un morphisme evP : O×P/O×2P −→ k(P)×/k(P)×2.
La proposition 4.1.3 ne suffit en ge´ne´ral pas a` calculer Im(ΞH). Ainsi,
comme dans [CEP71], nous devons affiner notre e´tude de Im(ΞH) en conside´rant
la restriction de evP a` Im(ΞH,i) et {p−1µ | µ ∈ Im(ΞH,i)} (avec p une uni-
formisante de P). Ceci motive l’introduction de la notation suivante.
Notations 4.1.5 Soient P une place de k(x) et OP l’anneau de valuation
correspondant. Soit α, β ∈ O×P .
Nous disons que α est e´quivalent a` β modulo P et modulo les carre´s, et
nous notons α ∼ β mod P, s’il existe γ ∈ O×P tel que α et βγ2 soient dans
la meˆme classe modulo P.
Dans ce qui suit, les places P pour lesquelles nous e´tudions le morphisme
evP sont soit la place a` l’infini de k(x), soit des places admettant un fac-
teur premier du discriminant de f comme uniformisante. En effet, modulo
les facteurs premiers de son discriminant, le polynoˆme f(y) a` un facteur
carre´. L’ide´e est d’utiliser l’existence d’un tel facteur carre´ pour comprendre
Im(ΞH). A` titre d’exemple, nous de´montrons le re´sultat :
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Proposition 4.1.6 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient A ∈ k(x)
et K := k(x)[T ]/(T 2 −A). Soit t la classe de T dans K.
Soient P une place de k(x), OP l’anneau de valuation correspondant et
vP la valuation associe´e. Soit p une uniformisante de P. Nous conservons
la notation 4.1.5. Nous supposons vP(A) impaire.
Soit u := u0(y
2) + yu1(y
2) ∈ k(x)[y] un polynoˆme. Nous notons
α := p−vP (NK/k(x)(u(t)))NK/k(x)(u(t)) ∈ O×P et A˜ := p−vP (A)A ∈ O×P .
1. Si vP(NK/k(x)(u(t))) est paire, alors α ∼ 1 mod P ;
2. si vP(NK/k(x)(u(t))) est impaire, alors α ∼ −A˜ mod P et
vP(A) + 1
2
+ vP(u1(A)) ≤ vP(u0(A)).
De´monstration.
La valuation vP((u0(A))2) est paire et la valuation vP(A(u1(A))2) est im-
paire. Ces deux valuations sont donc diffe´rentes. Par suite, la valuation en P
deNK/k(x)(u(t)) = (u0(A))
2−A(u1(A))2 est Min(vP((u0(A))2), vP(A(u1(A))2)).
Si vP(NK/k(x)(u(t))) est paire. Alors la valuation vP(NK/k(x)(u(t))) est
e´gale a` vP((u0(A))2) = 2vP(u0(A)). En particulier, la valuation vP((u0(A))2)
est strictement infe´rieure a` vP(A(u1(A))2), et ainsi
p−vP (NK/k(x)(u(t)))A(u1(A))2 = p−vP ((u0(A))
2)A(u1(A))
2
est un e´le´ment de P. Par suite, la classe de
α = p−vP (NK/k(x)(u(t)))(u0(A))2 − p−vP (NK/k(x)(u(t)))A(u1(A))2
dans le corps re´siduel en P est non nulle et e´gale a` celle de
p−vP (NK/k(x)(u(t)))(u0(A))2 = p−vP ((u0(A))
2)(u0(A))
2
= p−2vP (u0(A))(u0(A))2
=
(
p−vP (u0(A))(u0(A))
)2
.
Si vP(NK/k(x)(u(t))) est impaire. Alors la valuation vP(NK/k(x)(u(t))) est
e´gale a` vP(A(u1(A))2). En particulier, la valuation vP((u0(A))2) est
strictement supe´rieure a` vP(A(u1(A))2), et ainsi
p−vP (NK/k(x)(u(t)))(u0(A))2 = p−vP (A(u1(A))
2)(u0(A))
2
est un e´le´ment de P. Par suite, la classe de
α = p−vP (NK/k(x)(u(t)))(u0(A))2 − p−vP (NK/k(x)(u(t)))A(u1(A))2
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dans le corps re´siduel en P est non nulle et e´gale a` celle de
−p−vP (NK/k(x)(u(t)))A(u1(A))2 = −p−vP (A(u1(A))2)A(u1(A))2
= −A˜(p−vP (u1(A))u1(A))2.
De plus, la valuation vP((u0(A))2) est supe´rieure ou e´gale a`
vP(A(u1(A))2) + 1, donc
vP(A) + 1
2
+ vP(u1(A)) ≤ vP(u0(A)). 
Proposition 4.1.7 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient A ∈ k(x)
et K := k(x)[T ]/(T 2 −A).
Soient P une place de k(x), OP l’anneau de valuation correspondant et
vP la valuation associe´e. Soit p une uniformisante de P. Nous conservons
la notation 4.1.5.
Nous supposons que
* la valuation vP(A) est paire,
* p−vP (A)A n’est pas pas un carre´ dans le corps re´siduel OP/P.
Alors, pour tout polynoˆme u := u0(y
2) + yu1(y
2) ∈ k(x)[y], la valuation
vP(NK/k(x)(u(t))) est paire.
De´monstration.
Nous supposons que la valuation vP(NK/k(x)(u(t))) est impaire. Nous no-
tons r := Min
(
vP(u0(A)),
vP (A)
2 + vP(u1(A))
)
. Lorsque les classes de deux
e´le´ments α et β de OP dans le corps re´siduel OP/P sont e´gales, nous notons
α ≡ β mod P.
Par de´finition de r, la valuation en P de
p−2rNK/k(x)(u(t)) =
(
p−ru0 (A)
)2 − p−vP (A)A(p(vP (A)/2−r)u1 (A))2
est positive ou nulle. Cette valuation e´tant impaire elle est strictement po-
sitive, c’est-a`-dire que(
p−ru0 (A)
)2 ≡ p−vP (A)A(p(vP (A)/2−r)u1 (A))2 mod P. (4.2)
Par de´finition de r, l’une des deux valuations vP
(
p(vP (A)/2−r)u1 (A)
)
et
vP (u0 (A)) est nulle. En fait, la congruence 4.2 impose a` ces deux valua-
tions d’eˆtre nulles. En particulier, l’e´le´ment p−vP (A)A appartenant a` O×P , la
classe de p(vP (A)/2−r)u1(A) dans le corps re´siduel OP/P est inversible. Nous
de´duisons alors de la congruence 4.2 que
p−vP (A)A ∼
(
p−ru0 (A)
p(vP (A)/2−r)u1 (A)
)2
mod P ∼ 1 mod P.
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Ceci contredit l’hypothe`se selon laquelle p−vP (A)A n’est pas un carre´ dans le
corps re´siduel OP/P. La valuation vP(NK/k(x)(u(t))) doit donc eˆtre paire.

4.2 E´tude des courbes C−δ .
Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈ k[x] trois polynoˆmes
non nuls tels que e2 − 4d soit non nul. Dans cette section, nous e´tudions la
courbe elliptique E d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ (δd)2)
Nous appliquons ensuite les re´sultats de l’e´tude aux cas particuliers ou` δ = ζ
et δ = ζx pour un certain ζ ∈ k.
Nous calculons tout d’abord l’image de la torsion de E(k(x)) par γE .
Lemme 4.2.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈ k(x)
trois fractions rationnelles non nulles telles que e2 − 4d soit non nul.
Alors le polynoˆme s(s2 − δ(e2 − 2d)s + δ2d2) ∈ k(x)[s] est sans facteur
carre´.
De´monstration.
Comme δd est non nul, les polynoˆmes s et s2 − δ(e2 − 2d)s + δ2d2
sont premier entre eux. De plus, le discriminant δ2e2
(
e2 − 4d) du polynoˆme
s2− δ(e2− 2d)s+ δ2d2 est non nul. Le polynoˆme s2− δ(e2− 2d)s+ δ2d2 est
donc sans facteur carre´. 
Proposition 4.2.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k(x) trois fractions rationnelles non nulles telles que e2 − 4d soit non nul.
Soit E la courbe elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ δ2d2).
Nous supposons que d, e2−4d et −δ(e2−4d) ne sont pas des carre´s dans
k(x). Alors la torsion 2-primaire de E(k(x)) est engendre´e par les points de
coordonne´es
* (−δd,∆3de) si −δ = ∆2 pour un certain ∆ ∈ k(x),
* (0, 0) si −δ n’est pas un carre´ dans k(x).
De´monstration.
Nous commenc¸ons par de´terminer la 2-torsion de la courbe elliptique E .
Elle correspond aux points (α, 0) avec α une racine du polynoˆme
s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ (δd)2). Par hypothe`se, e2 − 4d n’est pas un carre´, donc
le polynoˆme
g(s) := s2 − δ(e2 − 2d)s+ (δd)2 =
(
s− δ
2
(e2 − 2d)
)2
− 1
4
δ2e2(e2 − 4d)
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n’a pas de racine dans k(x). Le polynoˆme g(s) est donc irre´ductible (il est
de degre´ 2). Par conse´quent, la 2-torsion de E(k(x)) est le groupe d’ordre 2
engendre´ par le point (0, 0).
Un point P := (α, β) de E(k(x)) ve´rifie 2P = (0, 0) si et seulement si la
droite passant par (0, 0) et P est tangente a` E en P.
Soit ψ ∈ k(x). L’intersection de la droite {(y, z) ∈ k(x)× k(x) | z = ψy}
et de E(k(x)) est l’ensemble des points (y, ψy) ∈ k(x)× k(x) tels que y soit
nul ou solution de l’e´quation
ψ2y = y2 − δ(e2 − 2d)y + (δd)2. (4.3)
La droite d’e´quation z = ψy est donc tangente a` la courbe E en un point
autre que le point (0, 0) si et seulement si l’e´quation 4.3 admet une racine
double, c’est-a`-dire si le discriminant
(δ(e2 − 2d) + ψ2)2 − 4(δd)2 = (ψ2 + δe2)(ψ2 + δ(e2 − 4d))
de l’e´quation 4.3 est nul. Cela ne se produit que dans deux cas : lorsque −δ
est carre´ dans k(x), ou lorsque −δ(e2− 4d)) est un carre´ dans k(x). Comme
−δ(e2 − 4d) n’est pas un carre´ dans k(x), le seul cas a` e´tudier est celui ou`
−δ ∈ k(x)×2.
Supposons qu’il existe ∆ ∈ k(x) tel que −δ = ∆2. L’e´quation 4.3 a une
racine double lorsque que ψ = ∆e ou ψ = −∆e. Ces valeurs de ψ corres-
pondent aux points (−δd,∆3de) et (−δd,−∆3de). Les points (−δd,∆3de)
et (−δd,−∆3de) sont des points de 4-torsion.
Nous posons K := k(x)[T ]/(g(T )) le corps de de´composition du po-
lynoˆme g(s). Soit πE : E(k(x)) −→ k(x)×/k(x)×2 ×K×/K×2 le morphisme
de Cassels-Schaefer associe´ a` E(k(x)). Sa premie`re coordonne´e envoie un
point (α, β) tel que α soit non nul sur la classe de α. Ainsi, comme d n’est pas
un carre´ dans k(x), les images par πE de (∆2d,∆3de) et de (∆2d,−∆3de) ne
sont pas triviales. Par conse´quent, les points (∆2d,∆3de) et de (∆2d,−∆3de)
ne sont pas des doubles dans E(k(x)). 
Proposition 4.2.3 Soit k un sous-corps de R. Soient d, e, δ ∈ k[x] trois
polynoˆmes non nuls tels que e2− 4d soit non nul. Soit E la courbe elliptique
sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
t2 = s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ δ2d2).
Nous conservons les notations 4.1 et 4.2. Nous supposons que d est unitaire
de degre´ pair. Nous supposons de plus que e2−4d est de degre´ impair et que
son coefficient dominant est strictement positif. Nous supposons enfin que
le coefficient dominant ζ de δ est strictement positif.
Alors l’image de γE est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(x)×/k(x)×2 de diviseurs unitaires sans facteur carre´ de δd de degre´ pair.
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De´monstration.
Soit P := (α, β) ∈ E(k(x)). Le polynoˆme e2 − 4d ∈ k[x] n’est pas un
carre´ dans k(x) (il est de degre´ impair). Le polynoˆme s2− δ(e2−2d)s+ δ2d2
est donc irre´ductible. Par suite, si β = 0, alors P est le point de coordonne´es
(0, 0) (voir la de´monstration de la proposition 4.2.2), et son image par γE
est donc triviale.
Nous supposons que β est non nul. D’apre`s la proposition 4.1.4, il existe
ǫ ∈ k, µ ∈ k[x] unitaire sans facteur carre´ divisant (δd)2 et deux polynoˆmes
θ ∈ k[x] et ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ
* α = ǫµ θ
2
ψ2
.
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a` l’infini
de k(x), A := δ
2e2(e2−4d)
4 et u(y) = y − α+ δ(e
2−2d)
2 . Pour cela, nous notons
KA := k(x)[y]/(y
2 −A) et yA la classe de y dans KA. Nous avons alors
NKA/k(x)(u(yA)) = NKA/k(x)
(
yA − α+ δ(e
2−2d)
2
)
=
(
α− δ(e2−2d)2
)2 − δ2e2(e2−4d)4
= α2 − δ(e2 − 2d)α+ δ2d2.
La valuation associe´e a` la place a` l’infini de k(x) est −deg. Ainsi, le lemme
4.1.6 affirme que la classe du coefficient dominant de NKA/k(x)(u(yA)) dans
k×/k×2 est celle
* de 1 si deg(NKA/k(x)(u(yA))) ≡ 0 mod 2,
* du coefficient dominant de 4d−e2 si deg(NKA/k(x)(u(yA))) ≡ 1 mod 2.
Soit λ le coefficient de e2 − 4d.
Le point P est un point de E(k(x)), donc β2 = αNKA/k(x)(u(yA)). Les
fractions rationnelles α et NKA/k(x)(u(yA)) sont donc non nulles (car β 6= 0).
Ainsi, puisque α ∼ ǫµ, nous avons ǫµ ∼ NKA/k(x)(u(yA)). Le polynoˆme µ
e´tant unitaire, nous de´duisons de cette e´quivalence que
* ǫ ∼ 1 si deg(α) ≡ 0 mod 2,
* ǫ ∼ −λ si deg(α) ≡ 1 mod 2.
Nous supposons maintenant que deg(α) ≡ 1 mod 2, c’est-a`-dire que
deg(NKA/k(x)(u(yA))) ≡ 1 mod 2. Alors, d’apre`s le lemme 4.1.6, nous avons
deg
(
α− δ(e
2 − 2d)
2
)
≤ −1 + deg(δ
2e2(e2 − 4d))
2
. (4.4)
Bien que deg(e2) et deg(d) soient pairs, le degre´ deg(e2− 4d) est impair.
Nous avons donc deg(e2) = deg(d) > deg(e2 − 4d). Par suite, le degre´ de
e2 − 2d = e2−4d2 + e
2
2 est deg(e
2). Nous en de´duisons que
2 deg(e2 − 2d) = 2 deg(e2)
> deg(e2) + deg(e2 − 4d) = deg(e2(e2 − 4d)).
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En ajoutant 2 deg(δ) aux deux membres de cette ine´galite´, nous montrons
2 deg
(
δ
(
e2 − 2d)) > deg(δ2e2(e2 − 4d))
> −1 + deg(δ2e2(e2 − 4d)). (4.5)
L’ine´galite´ 4.5 ne peut eˆtre cohe´rente avec l’ine´galite´ 4.4 que dans le cas ou`
αψ2 (c’est-a`-dire ǫµθ2) et δ(e
2−2d)
2 ψ
2 ont meˆme degre´ et meˆme coefficient
dominant.
Comme deg(d) > deg(e2 − 4d) et d est unitaire, le coefficient dominant
de e2−2d = (e2 − 4d)+2d est 2. Le polynoˆme µ e´tant unitaire, nous venons
de montrer que ǫ ∼ ζ. Or ǫ ∼ −λ, donc −ζλ est un carre´ dans k. Ce n’est
pas possible : k est un sous-corps de R et ζλ > 0. Par suite le degre´ deg(α)
est toujours pair. 
Proposition 4.2.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que e2− 4d soit non nul. Soit E la courbe
elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
t2 = s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ δ2d2).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
Soit p un facteur premier de e qui ne divise pas δd. Nous supposons que
le polynoˆme e2 − 4d ∈ k[x] est de degre´ impair.
Alors l’image de γE est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(x)×/k(x)×2 de diviseurs µ sans facteur carre´ de δd tels que
µ ∼ 1 mod p ou µ ∼ −δd mod p.
De´monstration.
Soit P := (α, β) ∈ E(k(x)). Le polynoˆme e2 − 4d ∈ k[x] n’est pas un
carre´ dans k(x) (il est de degre´ impair). Le polynoˆme s2− δ(e2−2d)s+ δ2d2
est donc irre´ductible. Par suite, si β = 0, alors P est le point de coordonne´es
(0, 0) (voir la de´monstration de la proposition 4.2.2), et son image par γE
est donc triviale.
Nous supposons que β est non nul. D’apre`s la proposition 4.1.4, il existe
µ ∈ k[x] sans facteur carre´ divisant (δd)2 et deux polynoˆmes θ ∈ k[x] et
ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ
* α = µ θ
2
ψ2
* µν2 = µ2θ4 − δ(e2 − 2d)µθ2ψ2 + (δd)2ψ4.
Puisque p est un facteur premier de e, nous avons la congruence
µν2 ≡ (µθ2 + δdψ2)2 mod p. (4.6)
Lorsque ν est inversible modulo p, nous de´duisons de la congruence 4.6 que
µ ∼ 1 mod p.
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Supposons que p divise ν. D’apre`s la congruence 4.6, nous avons
µθ2 ≡ −δdψ2 mod p.
Comme δd et µ sont premiers a` p, nous savons que θ est divisible par p si
et seulement si ψ est divisible par p. Or les polynoˆmes θ et ψ sont premiers
entre eux, donc p ne divise ni θ ni ψ. Nous de´duisons alors de la congruence
µθ2 ≡ −δdψ2 mod p que µ ∼ −δd mod p. 
Proposition 4.2.5 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x+ b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1.
A` tout ζ ∈ k×, nous associons la k(x)-courbe elliptique C−ζ d’e´quation
affine :
C−ζ : t2 = s
(
s2 − ζ
(
(1− C)2 − 2 (B − C)
)
s+ ζ2 (B − C)2
)
.
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que
* ω2 > η2, et
*
(
ω2 − η2)2− 4ω2 = (ω2 − η2 − 2ω) (ω2 − η2 + 2ω) n’est pas un carre´
dans k.
Alors, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image de γC−ζ ,k(x) est triviale.
De´monstration.
Soit ζ ∈ k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.2.3 et
4.2.4 avec e = 1− C, d = B − C et δ = ζ.
Le polynoˆme e = 1 − C est de degre´ 1. Il est donc non nul. De meˆme,
comme deg(B − C) = 2, le polynoˆme d = B − C est non nul.
Le polynoˆme e2 − 4d = (1 − C)2 − 4(B − C) = 4 (ω2 − η2)x + 4ρ2 est
de degre´ 1 (car ω2 > η2). En particulier, le polynoˆme e2 − 4d est non nul.
Ainsi, puisque δ = ζ ∈ k×, le polynoˆme
s(s2 − ζ((1− C)2 − 2(B − C))s+ ζ2(B − C)2)
est sans facteur carre´ (voir le lemme 4.2.1).
Le polynoˆme e2 − 4d = (1 − C)2 − 4(B − C) est de degre´ impair et
son coefficient dominant (qui vaut 4
(
ω2 − η2)) est strictement positif par
hypothe`se.
De plus, le polynoˆme d = B−C est unitaire de degre´ 2. Ainsi, comme ζ
est strictement positif, les hypothe`ses de la proposition 4.2.3 sont satisfaites.
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Par conse´quent, l’image de γC−ζ est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(x)×/k(x)×2 de diviseurs µ unitaires de degre´ pair de B −C. Soit µ un tel
diviseur. Le polynoˆme B − C e´tant unitaire de degre´ 2, nous avons deux
possibilite´s :
µ ∼ 1 ou µ ∼ (B − C).
Le reste de la division euclidienne de δd = ζ(B−C) = ζ[(x+b1−1)2−ω2]
par e = 1− C = η2 − ω2 − 2(x+ b1 − 1) est(
ω2 − η2)2 − 4ω2
4
=
1
4
(ω2 − η2 + 2ω)(ω2 − η2 − 2ω).
Ce n’est pas un carre´ dans k. En particulier, ce reste n’est pas nul. Ainsi,
puisque le polynoˆme e2 − 4d ∈ k[x] est de degre´ 1, les hypothe`ses de la
proposition 4.2.4 sont ve´rifie´es. Cette proposition affirme que
µ ∼ 1 mod (1− C) ou µ ∼ −ζ(B − C) mod (1− C).
Lorsque µ ∼ (B − C), nous avons
B − C ∼ 1 mod (1− C) ou B − C ∼ −ζ(B − C) mod (1− C).
La premie`re alternative signifie que le reste
(
ω2 − η2)2 − 4ω2 de la division
euclidienne de 4(B − C) par 1− C est un carre´ dans k, ce qui est exclu.
La deuxie`me alternative est e´galement impossible car −ζ n’est pas un
carre´ dans k (k est un sous-corps de R et l’e´le´ment −ζ est strictement
ne´gatif). Le cas µ ∼ (B − C) est donc impossible. 
Les propositions 4.2.3 et 4.2.4 nous permettent de traiter comple`tement
le cas ou` δ est un e´le´ment strictement positif de k. Elle sont cependant
insuffisantes dans le cas ou` δ est un multiple de x.
Proposition 4.2.6 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que e2− 4d soit non nul. Soit E la courbe
elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
t2 = s(s2 − δ(e2 − 2d)s+ δ2d2).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
Soit p un facteur premier de δ. Nous supposons que vp(δ) = 1 et
vp(d) = vp(e) = 0. Nous supposons aussi que le polynoˆme e
2 − 4d ∈ k[x]
est de degre´ impair.
Alors l’image de γE est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(x)×/k(x)×2 de diviseurs sans facteur carre´ µ de δd tels que
* µ ∼ 1 mod p si vp(µ) = 0, et
* p−1µ ∼ p−1δ mod p si vp(µ) = 1.
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De´monstration.
Soit P := (α, β) ∈ E(k(x)). Le polynoˆme e2 − 4d ∈ k[x] n’est pas un
carre´ dans k(x) (il est de degre´ impair). Le polynoˆme s2− δ(e2−2d)s+ δ2d2
est donc irre´ductible. Par suite, si β = 0, alors P est le point de coordonne´es
(0, 0) (voir la de´monstration de la proposition 4.2.2), et son image par γE
est donc triviale.
Nous supposons que β est non nul (le cas ou` P est un point de ramifica-
tion est direct). D’apre`s la proposition 4.1.4, il existe µ ∈ k[x] sans facteur
carre´ divisant (δd)2 et deux polynoˆmes θ ∈ k[x] et ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ
* α = µ θ
2
ψ2
.
La proposition 4.1.4 affirme e´galement que
µν2 = µ2θ4 − δ(e2 − 2d)µθ2ψ2 + (δd)2ψ4. (4.7)
Le cas ou` vp(µ) = 0. Nous re´duisons l’e´quation 4.7 modulo p. Puisque p
divise δ, nous avons
µν2 ≡ µ2θ4 mod p.
Si θ est premier a` p, alors µ ≡ (νθ−2)2 mod p et donc µ est un carre´ non
nul modulo p.
Nous supposons maintenant que p divise θ. Le polynoˆme p e´tant un
facteur premier de δ, il divise µθ2 + δ(e2 − 4d)ψ2 et donc
vp(µθ
2(µθ2 + δ(e2 − 4d)ψ2)) ≥ 2vp(θ) + vp(µθ2 + δ(e2 − 4d)ψ2)
≥ 2 + 1 = 3.
Nous exprimons cette valuation en utilisant l’e´galite´
µθ2(µθ2 + δ(e2 − 4d)ψ2) = µν2 − δ2d2ψ4
(qui est une reformulation de l’e´quation 4.7). Les polynoˆmes ψ et θ sont pre-
miers entre eux. Le polynoˆme ψ est donc premier a` p. Par suite, la valuation
vp(δ
2d2ψ4) est e´gale a` 2. Or vp(µν
2 − δ2d2ψ4) ≥ 3 > 2, donc la valuation
vp(µν
2) est e´gale a` 2. Nous pouvons maintenant conclure :
µ(νp−1)2 = p
(
pµ2(p−1θ)4 − (p−1δ)(e2 − 2d)µ(p−1θ)2ψ2)+ (p−1δd)2ψ4
≡ (δp−1)2d2ψ4 mod p
et νp−1 est premier a` p, donc µ ∼ 1 mod p.
Le cas ou` vp(µ) = 1. Soient µ˜ ∈ k[x] et δ˜ ∈ k[x] deux polynoˆmes tels que
µ = pµ˜ et δ = pδ˜. Apre`s simplifications, l’e´quation 4.7 devient
µ˜ν2 = p
(
µ˜2θ4 − δ˜(e2 − 2d)µ˜θ2ψ2 + (δ˜d)2ψ4
)
.
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En particulier, le polynoˆme p divise µ˜ν2. Or p est premier a` µ˜ (car µ est sans
facteur carre´), donc p divise ν. Soit ν˜ ∈ k[x] un polynoˆme tel que ν = pν˜.
L’e´quation 4.7 se re´e´crit
pµ˜ν˜2 = µ˜2θ4 − δ˜(e2 − 2d)µ˜θ2ψ2 + (δ˜d)2ψ4
c’est-a`-dire
pµ˜ν˜2 =
(
µ˜θ2 + δ˜dψ2
)2 − δ˜e2µ˜θ2ψ2.
Nous avons en particulier la congruence
δ˜e2µ˜θ2ψ2 ≡
(
µ˜θ2 + δ˜dψ2
)2
mod p. (4.8)
Supposons que p divise θ. Alors, d’apre`s la congruence 4.8, le polynoˆme
p divise δ˜dψ2. Le polynoˆme ψ est premier a` θ, donc p est premier a` ψ. De
plus, vp(δd) = 1 donc p ne divise pas δ˜dψ
2. Par conse´quent, le polynoˆme p
ne divise pas θ.
Supposons que p divise ψ. Alors p divise µ˜θ2 (d’apre`s la congruence 4.8).
Comme θ et ψ sont premier entre eux, θ n’est pas divisible par p. De plus,
µ est sans facteur carre´, donc p ne divise pas µ˜. Finalement, p ne divise pas
µ˜θ2. Par conse´quent, le polynoˆme p ne divise pas ψ.
Puisque e, θ et ψ sont premiers a` p, nous de´duisons de la congruence 4.8
que µ˜ ∼ δ˜ mod p. 
Proposition 4.2.7 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x+ b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1.
A` tout ζ ∈ k×, nous associons la k(x)-courbe elliptique C−ζx d’e´quation
affine :
C−ζx : t2 = s
(
s2 − ζx
(
(1− C)2 − 2 (B − C)
)
s+ ζ2x2 (B − C)2
)
.
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que ω2 > η2
et que les e´le´ments
* (b1 − 1 + ω)(b1 − 1− ω),
* (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω),
* (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2ω),
* 2(ω2 − η2 − 2ω)(b1 − 1− ω), et
* 2(ω2 − η2 + 2ω)(b1 − 1 + ω)
ne sont pas des carre´s dans k.
Alors, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image de γC−ζx,k(x) est triviale.
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De´monstration.
Soit ζ ∈ k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.2.3,
4.2.4 et 4.2.6 avec e = 1− C, d = B − C et δ = ζx.
Le polynoˆme e = 1 − C est de degre´ 1. Il est donc non nul. De meˆme,
comme deg(B − C) = 2, le polynoˆme d = B − C est non nul.
Le polynoˆme e2 − 4d = (1 − C)2 − 4(B − C) = 4 (ω2 − η2)x + 4ρ2 est
de degre´ 1 (car ω2 > η2). En particulier, le polynoˆme e2 − 4d est non nul.
Ainsi, puisque δ = ζx est non nul, le polynoˆme
s(s2 − ζ((1− C)2 − 2(B − C))s+ ζ2(B − C)2)
est sans facteur carre´ (voir le lemme 4.2.1).
Le polynoˆme e2 − 4d = (1−C)2 − 4(B −C) est de degre´ 1 et son coeffi-
cient dominant (qui vaut ω2 − η2) est strictement positif par hypothe`se. De
plus, le polynoˆme d = B−C est unitaire de degre´ 2. Enfin, ζ est strictement
positif. Nous sommes donc sous les hypothe`ses de la proposition 4.2.3. Par
conse´quent, l’image de γC−ζ est contenue dans l’ensemble des classes de di-
viseurs µ unitaires de degre´ pair de δd = ζx(B −C). Soit µ un tel diviseur.
Comme B − C = (x + b1 − 1)2 − ω2, nous avons quatre valeurs possibles
pour µ :
1. µ = 1,
2. µ = x(x+ b1 − 1− ω),
3. µ = x(x+ b1 − 1 + ω), ou
4. µ = (B − C)
L’e´le´ment d(0) = B(0) − C(0) = (b1 − 1)2 − ω2 n’est pas un carre´ dans k.
Il n’est donc pas nul. De plus, e(0) = 1− C(0) = − (2b1 − 2 + ω2 − η2) est
non nul (car (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω) n’est pas un carre´ dans k).
Le polynoˆme δ = ζx est donc premier au polynoˆme ed. Les hypothe`ses de
la proposition 4.2.6 (avec δ = ζx) sont donc satisfaites.
Le cas ou` µ = (B − C). D’apre`s la proposition 4.2.6, nous avons
µ ∼ 1 mod x, c’est-a`-dire B(0) − C(0) = (b1 − 1)2 − ω2 ∈ k×2. Nous avons
une contradiction avec les hypothe`ses. Le cas µ = B−C est donc impossible.
Le cas ou` µ = x(x+ b1 − 1− ω). D’apre`s la proposition 4.2.6, nous avons
x+ b1 − 1− ω ∼ ζ mod x, c’est-a`-dire
b1 − 1− ω ∼ ζ.
Le reste de la division euclidienne par 1− C = −2(x+ b1 − 1) + η2 − ω2
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* de x est −2b1−2+ω2−η22 ,
* de B−C = (x+b1−1)2−ω2 est
(
ω2−η2
2
)2−ω2 = (ω2−η2+2ω)(ω2−η2−2ω)4 .
Ces deux restes sont non nuls (les e´le´ments (2b1−2+ω2−η2)(ω2−η2+2ω)
et (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2ω) ne sont pas des carre´s dans k). Les
hypothe`ses de la proposition 4.2.4 sont donc satisfaites.
D’apre`s la proposition 4.2.4, nous avons
µ ∼ 1 mod (1− C) ou µ ∼ −ζx(B − C) mod (1− C),
c’est-a`-dire
x(x+ b1 − 1− ω) ∼ 1 mod (1−C) ou − ζ ∼ (x+ b1 − 1 + ω) mod (1−C).
E´tant donne´ que 1− C = −2(x+ b1 − 1) + η2 − ω2, cela signifie que
(2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω) ∼ 1 ou ζ ∼ 2(ω2 − η2 − 2ω).
Le premier cas est exclu par hypothe`se. Dans le second cas, nous avons
ζ ∼ 2(ω2 − η2 − 2ω) et ζ ∼ (b1 − 1− ω).
Le second cas est e´galement exclu car 2(ω2 − η2 − 2ω)(b1 − 1 − ω) /∈ k×2.
Finalement, µ ne peut eˆtre e´gal a` x(x+ b1 − 1− ω).
Le cas ou` µ = x(x+ b1− 1+ω). Par syme´trie des roˆles de ω et −ω, ce cas
n’est pas possible. 
4.3 Etude de la courbe Ĉ−δ .
Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈ k[x] trois polynoˆmes
non nuls tels que e2 − 4d soit non nul. Dans cette section, nous e´tudions la
courbe elliptique E d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)).
Nous appliquons ensuite les re´sultats de l’e´tude aux cas particuliers ou` δ = ζ
et δ = ζx pour un certain ζ ∈ k.
Proposition 4.3.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que e2 − 4d soit non nul.
Soit E la courbe elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)).
Nous supposons que les polynoˆmes e2 − 4d, −δ et −δ(e2 − 4d) ne sont pas
des carre´s dans k(x).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
Alors la torsion 2-primaire de E(k(x)) est engendre´e par (−δ, 0) et
(e2 − 4d, 0). En particulier, l’image par γE de la torsion de E(k(x)) est en-
gendre´e par les classes
[
e2 − 4d] et [−δ].
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De´monstration.
Comme les polynoˆmes δ, e, e2 − 4d et d sont non nuls, le polynoˆme
s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)) (a` coefficients dans k(x)) est sans facteur carre´.
La courbe E posse`de trois points de 2-torsion : les points de coordonne´es
(0, 0), (−δe2, 0) et (−δ(e2 − 4d), 0).
Les e´le´ments −δ, e2−4d et −δ(e2−4d) ne sont pas des carre´s dans k(x),
donc les les images
* γE
(−δe2, 0) = [−δ],
* γE
(−δ (e2 − 4d) , 0) = [−δ (e2 − 4d)] et
* γE (0, 0) = γE
(−δe2, 0)+ γE (−δ (e2 − 4d) , 0) = [e2 − 4d]
ne sont pas triviales (l’image γE (0, 0) est calcule´e en remarquant que
(0, 0) =
(−δe2, 0)+ (−δ (e2 − 4d) , 0)).
Or les e´le´ments de 2E(k(x)) sont d’image triviale par γE , donc les points
de coordonne´es (0, 0) ,
(−δe2, 0) et (−δ (e2 − 4d) , 0) ne sont donc pas des
doubles dans E(k(x)).
Comme l’image d’un double par γE est triviale, nous avons, pour tout
entier m ∈ N impair, l’e´galite´ γE(T ) = γE(mT ). En particulier, pour tout
m ∈ N impair, tout n ∈ N et tout point de (2nm)-torsion T , l’image γE(T )
est l’image du point de 2n-torsion mT par γE . Ainsi, l’image de la torsion de
E(k(x)) par γE est l’image de la torsion 2-primaire de E(k(x)), c’est-a`-dire
l’image de la 2-torsion de E(k(x)). 
Proposition 4.3.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que e2 − 4d soit non nul.
Soit E la courbe elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
Nous supposons que e est sans facteur carre´. Nous supposons de plus qu’il
n’existe aucun facteur premier p de e tel que −δd soit un carre´ (e´ventuellement
nul) modulo p.
Alors l’image de γE est contenue dans l’ensemble des classes dans
k(x)×/k(x)×2 de diviseurs de δ(e2 − 4d).
De´monstration.
Puisque les polynoˆmes δ, e, d et e2 − 4d sont non nuls, le polynoˆme
s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)) (a` coefficients dans k(x)) est sans facteur carre´.
Soit P := (α, β) un k(x)-point de E . Nous supposons que β est non nul
(le cas ou` β = 0 est direct).
D’apre`s la proposition 4.1.4, il existe une constante ǫ ∈ k×, un polynoˆme
µ ∈ k[x] unitaire sans facteur carre´ divisant δ2e2(e2−4d) et deux polynoˆmes
θ ∈ k[x] et ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ.
* α = ǫµ θ
2
ψ2
.
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La proposition 4.1.4 affirme e´galement que
ǫµν2 = (ǫµθ2 + δe2ψ2)(ǫµθ2 + δ(e2 − 4d)ψ2). (4.9)
Supposons que e et δ(e2 − 4d) aient un facteur commun p. Nous avons
alors
−δd ≡ δ4(e2 − 4d) mod p
≡ 0 mod p.
En particulier, −δd est un carre´ modulo p, ce qui contredit les hypothe`ses.
Les polynoˆmes e et δ(e2 − 4d) sont donc premiers entre eux. Soient
* µ1 := pgcd(µ, δ(e
2 − 4d)),
* e1 := pgcd(µ, e),
* e2 ∈ k[x] l’unique polynoˆme tel que e = e1e2, et
* µ2 ∈ k[x] l’unique polynoˆme tel que δ(e2 − 4d) = µ1µ2.
Le polynoˆme µ est sans facteur carre´ et les polynoˆmes e et δ(e2 − 4d) sont
premiers entre eux, donc µ = µ1e1. Ainsi, apre`s simplifications, l’e´quation
4.9 s’e´crit :
ǫν2 = (ǫµ1θ
2 + δe1e
2
2ψ
2)(ǫe1θ
2 + µ2ψ
2). (4.10)
Nous supposons maintenant que µ et e ont un facteur premier commun p.
Alors e1 est divisible par p. Ainsi, en re´duisant l’e´quation 4.10 modulo p,
nous obtenons la congruence
ǫν2 ≡ ǫµ1µ2θ2ψ2 mod p
≡ ǫδ(e2 − 4d)θ2ψ2 mod p
≡ −4ǫδdθ2ψ2 mod p.
(4.11)
Si p divise θ : D’apre`s la congruence 4.11, p divise ν. En fait, p2 divise ν2,
µθ4, δe2θ2ψ2 et δ(e2 − 4d)θ2ψ2. Nous en de´duisons que le polynoˆme
δe1e
2
2µ2ψ
4 = ǫν2 − ǫ2µθ4 − ǫδe2θ2ψ2 − ǫδ(e2 − 4d)θ2ψ2
est divisible par p2. Nous avons suppose´ que vp(e) = 1, donc vp(e1) = 1 et
vp(e2) = 0. Par ailleurs, e et δ(e
2−4d) sont premiers entre eux. Les valuations
vp(δ) et vp(µ2) sont donc nulles. Par conse´quent, p
2 divise ψ4. Ce n’est pas
possible : θ et ψ sont premiers entre eux. Le polynoˆme p ne divise donc pas θ.
Si p divise ψ : D’apre`s la congruence 4.11, p divise ν. En fait, p2 divise ν2,
δe2θ2ψ2, δ(e2 − 4d)θ2ψ2 et δe1e22µ2ψ4. Nous en de´duisons que le polynoˆme
ǫ2µθ4 = ǫν2 − ǫδe2θ2ψ2 − ǫδ(e2 − 4d)θ2ψ2 − δe1e22µ2ψ4
est divisible par p2. Or vp(µ) = 1 (car µ est sans facteur carre´), donc p divise
θ4. Ce n’est pas possible : θ et ψ sont premiers entre eux. Le polynoˆme p ne
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divise donc pas ψ.
Finalement, p ne divise pas θψ. Par ailleurs, le polynoˆme −δd n’est
pas un carre´ modulo p. Nous aboutissons ainsi a` une contradiction avec
la congruence 4.11 : comme p ne divise pas θψ, la congruence 4.11 se re´e´crit
−δd ∼ 1 mod p. De cette contradiction, nous de´duisons qu’il n’existe aucun
facteur carre´ commun a` µ et e : le polynoˆme µ est donc un diviseur de
δ(e2 − 4d). 
Le lemme suivant est donne´ dans un cadre plus ge´ne´ral que celui de la
courbe elliptique pre´ce´demment e´tudie´e.
Proposition 4.3.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soit (ei)
r
i=1 une
famille d’e´le´ments de k[x]. Soit P1, P2 ∈ k[x][y] deux polynoˆmes. Nous sup-
posons que
* le polynoˆme P2 est de degre´ impair en y,
* degy(P1) < 2r, et
* P2(y)
( r∏
i=1
(y − ei)
)2
−DP1(y)
 est sans facteur carre´.
Nous notons H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = P2(y)
( r∏
i=1
(y − ei)
)2
−DP1(y)
 .
Soit p ∈ k[x] un facteur premier de D. Nous supposons que
vp(P2(ei)) = 0 pour tout i ∈ {1, · · · , r}.
Soient div(u,w) un diviseur semi-re´duit de poids 1 et α ∈ k(x) l’unique
racine de u. Nous supposons que w(α) 6= 0. Nous notons β := p−vp(P2(α))P2(α).
Nous conservons la notation 4.1.
Il existe alors un entier i ∈ {1, · · · , r} tel que
β ∼ 1 mod p ou β ∼ P2(ei) mod p.
De´monstration.
Soient h(T ) :=
(
r∏
i=1
(T − ei)
)2
−DP1(T ) et L := k(x)[T ]/(h(T )). Soit t
la classe de T dans L. Soient u0, u1 ∈ k[x] deux polynoˆmes premiers entre
eux tels que α = u0u1 .
Par de´finition de la repre´sentation de Mumford pour les e´le´ments de
Jac(H), nous avons
P2(α)NL/k(x)(u) = w(α)
2 (4.12)
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Comme w(α) 6= 0 et (ur1)2NL/k(x)(u) = NL/k(x)(u1y − u0), nous de´duisons
de l’e´quation 4.12 que
P2(α) ∼ NL/k(x)(u1y − u0).
Nous distinguons deux cas :
Le cas ou` p ne divise pas
r∏
i=1
(u0 − eiu1). De l’e´galite´
NL/k(x)(u1y − u0) =
(
r∏
i=1
(u0 − eiu1)
)2
−Du2r1 P1(α)
nous de´duisons la congruence(
r∏
i=1
(u0 − eiu1)
)2
−Du2r1 P1(α) ≡
(
r∏
i=1
(u0 − eiu1)
)2
mod p
(car p divise D). Or l’e´le´ment
r∏
i=1
(u0 − eiu1) est inversible modulo
p, donc vp(NL/k(x)(u1y − u0)) = 0 et NL/k(x)(u1y − u0) ∼ 1 mod p.
De plus P2(α) ∼ NL/k(x)(u1y − u0), donc la valuation vp(P2(α)) est
paire. Ainsi, puisque vp(β) = 0 et β ∼ NL/k(x)(u1y − u0), nous avons
β ∼ 1 mod p.
Le cas ou` p divise u0 − eiu1 pour un certain i ∈ {1, · · · , r}. Les polynoˆmes
u0 et u1 sont premiers entre eux. Or u0 ≡ eiu1 mod p, donc p ne divise
pas u1 (sinon p est aussi un diviseur de u0).
Nous de´duisons aussi de la congruence u0 ≡ u1ei mod p que
u
deg(P2)
1 P2
(
u0
u1
)
≡ udeg(P2)1 P2
(
eiu1
u1
)
mod p
≡ udeg(P2)1 P2(ei) mod p.
Finalement, puisque u1 et P2(ei) sont inversibles modulo p, la valuation
vp(P2(α)) est nulle et nous avons
β = P2(α) ∼ P2(ei) mod p. 
Proposition 4.3.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient d, e, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que e2 − 4d soit non nul.
Soit E la courbe elliptique sur k(x) d’e´quation de Weierstrass
E : t2 = s(s+ δe2)(s+ δ(e2 − 4d)).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1.
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Soit p un facteur premier de d. Nous supposons que e et δ ne sont pas
divisibles par p.
Alors tout e´le´ment de l’image de γE est de la forme [µ] avec µ un diviseur
sans facteur carre´ de δe(e2 − 4d) tel que
µ ∼ 1 mod p ou µ ∼ −δ mod p.
De´monstration.
Puisque les polynoˆmes δ, d et e2 − 4d e´tant non nuls, le polynoˆme s(s+
δe2)(s+ δ(e2 − 4d)) (a` coefficients dans k(x)) est sans facteur carre´.
Nous posons y := s+ δ(e2 − 2d) et z := t. Ce faisant nous obtenons un
isomorphisme entre E et la courbe elliptique D sur k(x) d’e´quation affine
D : z2 = (y − δ(e2 − 2d)) (y2 − 4δ2d2) .
Nous posons P1(y) := 4δ
2d, P2(y) := y − δ(e2 − 2d) et e1(x) = 0.
Soit (λ, β) ∈ E(k(x)). Nous posons Λ := λ+ δ(e2 − 2d). Alors (Λ, β) est
un k(x)-point de D.
Soit α := p−vp(P2(Λ))P2(Λ) = p−vp(Λ−δ(e
2−2d))(Λ − δ(e2 − 2d)). Le po-
lynoˆme δe2 est premier a` p et P2(0) = −δ(e2 − 2d) ≡ −δe2 mod p, donc
la valuation vp(P2(0)) est nulle. Nous faisons appel a` la proposition 4.3.3 :
nous avons α ∼ 1 mod p ou α ∼ −δ(e2 − 2d) mod p, c’est-a`-dire
α ∼ 1 mod p ou α ∼ −δ mod p.
Par ailleurs P2(Λ) = Λ− δ(e2 − 2d) = λ, donc α est e´gal a` α = p−vp(λ)λ.
Les polynoˆmes δ, e, d et e2 − 4d sont non nuls. D’apre`s la proposition
4.1.4, il existe µ ∈ k[x] sans facteur carre´ divisant δ2e2(e2 − 4d) et deux
polynoˆmes θ ∈ k[x] et ψ ∈ k[x] tels que
* µθ soit premier avec ψ, et
* λ = µ θ
2
ψ2
.
Le polynoˆme p est premier a` δ et e et il divise d, donc p est premier a`
δ2e2(e2 − 4d). Par suite, la valuation vp(µ) est nulle, et donc
α = p−vp(λ)λ = µ
(
p−vp(θ)θ
p−vp(ψ)ψ
)2
.
Nous en de´duisons que µ ∼ α mod p (car p−vp(θ)θ et p−vp(ψ)ψ sont inversibles
modulo p). Par conse´quent, nous avons
µ ∼ 1 mod p ou µ ∼ −δ mod p. 
Proposition 4.3.5 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
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Soient B(x) := (x+ b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1.
A` tout ζ ∈ k×, nous associons la k(x)-courbe elliptique Ĉ−ζ d’e´quation
affine
Ĉ−ζ : t2 = s
(
s+ ζ (1− C)2
)(
s+ ζ
(
(1− C)2 − 4 (B − C)
))
.
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que l’e´le´ment(
ω2 − η2)2 − 4ω2 = (ω2 − η2 − 2ω) (ω2 − η2 + 2ω)
est strictement positif.
Alors, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image de γbC−ζ ,k(x) est le sous-
groupe de k(x)×/k(x)×2 engendre´ par les classes [−ζ] et [(1 + C)2 − 4B],
et est donc l’image des points de 2-torsion de Ĉ−ζ (k(x)).
De´monstration.
Soit ζ ∈ k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.3.2 et
4.3.4 avec e = 1− C, d = B − C et δ = ζ.
Soient Λ un e´le´ment de l’image de γbC−ζ ,k(x)
.
Les polynoˆmes e = 1− C et d = B − C e´tant respectivement de degre´s
1 et 2, ils sont non nuls.
Puisque
(
ω2 − η2)2 > 4ω2, l’e´le´ment ω2 − η2 est non nul. Ainsi, le po-
lynoˆme
e2 − 4d = (1− C)2 − 4(B − C)
= (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
= 4
(
ω2 − η2)x+ 4ρ2
est non nul. En particulier, comme δ = ζ ∈ k× est non nul, le polynoˆme
s
(
s+ ζ (1− C)2
)(
s+ ζ
(
(1− C)2 − 4 (B − C)
))
est sans facteur carre´.
Le polynoˆme e est de degre´ 1. Il est donc sans facteur carre´.
Nous avons suppose´ (ω2 − η2)2 − 4ω2 strictement positif. Comme ζ > 0,
l’e´le´ment −ζ((ω2 − η2)2 − 4ω2) est strictement ne´gatif. Par suite, le reste
−ζ
((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
4
de la division euclidienne de −δd = −ζ(B − C) = −ζ
(
(x+ b1 − 1)2 − ω2
)
par e = 1−C = −2
(
x+ b1 − 1 + ω2−η22
)
n’est pas un carre´ dans k (le corps
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k est un sous-corps de R). Ainsi, d’apre`s la proposition 4.3.2, il existe un di-
viseur sans facteur carre´ µ de δ(e2−4d) = ζ
(
(1 + C)2 − 4B
)
tel que Λ = [µ].
La classe γE (0, 0) =
[
e2 − 4d] = [(1 + C)2 − 4B] est un e´le´ment de
l’image de γbC−ζ
. Quitte a` ajouter cette classe a` Λ, nous pouvons donc sup-
poser, sans perte de ge´ne´ralite´, que µ est un e´le´ment de k (le polynoˆme
e2 − 4d = (1 + C)2 − 4B ∈ k[x] est de degre´ 1).
Le reste de la division euclidienne de d = B − C = (x+ b1 − 1)2 − ω2
par e = 1 − C = −2 (x+ b1 − 1)−
(
ω2 − η2) est (ω2−η2)2−4ω24 . Ce reste est
non nul (il est meˆme strictement positif). Par conse´quent, les polynoˆmes
d = B −C et e = 1−C sont premiers entre eux. Ainsi, la proposition 4.3.4
s’applique et affirme que
µ ∼ 1 mod p ou µ ∼ −ζ mod p
pour tout facteur premier p de d = B −C. La constante µ ∈ k× e´tant e´gale
a` sa re´duction modulo B − C, nous avons µ ∼ 1 ou µ ∼ −ζ. 
Proposition 4.3.6 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments ω2 − η2, et ρ sont non nuls.
A` tout ζ ∈ k×, nous associons la k(x)-courbe elliptique Ĉ−ζx d’e´quation
affine
Ĉ−ζx : t2 = s
(
s+ ζx (1− C)2
)(
s+ ζx
(
(1− C)2 − 4 (B − C)
))
.
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que les e´le´ments
* (b1 − 1)2 − ω2,
*
(
ω2 − η2)2 − 4ω2
* 2(1− C(0)) (1− b1 − ω) = 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1 + ω),
* 2(1− C(0)) (1− b1 + ω) = 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1− ω) et
*
(
(b1 − 1)2 − ω2
)((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
ne sont pas des carre´s dans k.
Alors, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image de γbC−ζx,k(x) est le sous-
groupe de k(x)×/k(x)×2 engendre´ par les classes [−ζx] et [(1 + C)2 − 4B],
et est donc l’image des points de 2-torsion de Ĉ−ζx(k(x)).
De´monstration.
131
Soit ζ ∈ k strictement positif. Nous appliquons les propositions 4.1.4,
4.3.2 et 4.3.4 avec e = 1− C, d = B − C et δ = ζx.
Les polynoˆmes δ = ζx et e = 1− C e´tant de degre´s 1, ils sont non nuls.
De meˆme, le polynoˆme d = B − C e´tant de degre´ 2, il est non nul.
L’e´le´ment ω2 − η2 est non nul. Ainsi, le polynoˆme
e2 − 4d = (1− C)2 − 4(B − C) = (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
= 4
(
ω2 − η2)x+ 4ρ2
est de degre´ 1. Ce polynoˆme est donc non nul. Nous posons
* S = 2ζx
(
(1− C)2 − 2 (B − C)
)
et
* T = ζ2x2 (1− C)2
(
(1− C)2 − 4 (B − C)
)
.
Nous venons de montrer que le polynoˆme
T (S2 − 4T ) = 16δ4e2(e2 − 4d)d2
= 16ζ4x4 (1− C)2
(
(1− C)2 − 4 (B − C)
)
(B − C)2 ∈ k[x]
est non nul. Nous pouvons donc appliquer la proposition 4.1.4 au cas de la
courbe Ĉ−ζx.
Soit Λ un e´le´ment de l’image de γbC−ζx
. D’apre`s la proposition 4.1.4, il
existe un diviseur sans facteur carre´ µ ∈ k[x] de
δe
(
e2 − 4d) = ζx (1− C) ((1− C)2 − 4(B − C))
= ζx (1− C) ((1 + C)2 − 4B)
tel que Λ = [µ].
Nous ve´rifions maintenant que les hypothe`ses des propositions 4.3.2 et
4.3.4 sont satisfaites.
Le reste de la division euclidienne de d = B − C = (x+ b1 − 1)2 − ω2
par e = 1 − C = −2 (x+ b1 − 1)−
(
ω2 − η2) est (ω2−η2)2−4ω24 . Ce reste est
non nul. Par conse´quent les polynoˆmes B − C et 1− C sont premiers entre
eux. De meˆme, d(0) = B(0) − C(0) = (b1 − 1)2 − ω2 est non nul (ce n’est
pas un carre´ dans k) donc ζx est premier a` B − C. Les hypothe`ses de la
proposition 4.3.4 sont donc bien ve´rifie´es.
Le polynoˆme e = 1 − C est de degre´ 1. Il est donc non nul et sans
facteur carre´. Pour pouvoir appliquer la proposition 4.3.2, il est ne´cessaire
et suffisant de montrer que −δd = −ζx(B − C) n’est pas un carre´ modulo
e = 1− C.
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Le reste de la division euclidienne de
−δd = −ζx(B − C) = −ζx
(
(x+ b1 − 1)2 − ω2
)
par 1− C = −2
(
x+ b1 − 1 + ω2−η22
)
est
−ζ (1− C(0))
((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
8
.
Ce reste est un carre´ dans k si et seulement si
−ζ ∼ 2 (1− C(0))
((
(ω2 − η2)2 − 4ω2) .
Nous devons donc distinguer deux cas suivant la valeur de ζ.
Le cas ou` −2ζ (1− C(0))
((
(ω2 − η2)2 − 4ω2) /∈ k×2. Alors la proposition
4.3.2 s’applique. Nous de´duisons de cette proposition que le polynoˆme
sans facteur carre´ µ est un diviseur de δ(e2−d) = ζx
(
(1 + C)2 − 4B
)
.
Les classes γE
(
−ζx (1− C)2 , 0
)
= [−ζx] et γE (0, 0) =
[
(1 + C)2 − 4B]
sont des e´le´ments de l’image de γbC−ζx
. Quitte a` ajouter l’une de ces
deux classes a` Λ (ou les deux), nous pouvons supposer, sans perte de
ge´ne´ralite´, que µ est un e´le´ment de k.
Le polynoˆme d = B−C = (x+ b1 − 1)2−ω2 a deux facteurs premiers :
p1 := x+b1−1−ω et p2 := x+b1−1+ω. La proposition 4.3.4 affirme
l’existence, pour i ∈ {1, 2}, d’un entier mi ∈ {0, 1} tel que
µ ∼ (−ζx)m1 mod p1 ∼ (−ζ (1− b1 + ω))m1 mod p1
µ ∼ (−ζx)m2 mod p2 ∼ (−ζ (1− b1 − ω))m2 mod p2. (4.13)
Si mi = 0 pour un certain i ∈ {1, 2}. La constante µ ∈ k e´tant
e´gale a` sa re´duction modulo pi, l’e´quivalence 4.13 associe´e a` pi
signifie que µ ∼ 1, c’est-a`-dire Λ = [1].
Si m1 = m2 = 1 En multipliant les deux e´quivalences 4.13, nous ob-
tenons
µ2 ∼ (−ζ)2
(
(1− b1)2 − ω2
)
.
Ce cas n’est pas possible car (1− b1)2 − ω2 n’est pas un carre´
dans k.
Le cas ou` −ζ ∼ 2 (1− C(0))
((
(ω2 − η2)2 − 4ω2). Les deux classes
γE
(
−ζx (1− C)2 , 0
)
= [−ζx] et γE (0, 0) =
[
(1 + C)2 − 4B] sont des
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e´le´ments de l’image de γbC−ζx
. Quitte a` ajouter l’une de ces deux classes
a` Λ (ou les deux), nous pouvons supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
µ est un diviseur de e = (1− C).
Le polynoˆme d = B−C = (x+ b1 − 1)2−ω2 a deux facteurs premiers :
p1 := x+ b1 − 1− ω et p2 := x+ b1 − 1 + ω.
D’apre`s la proposition 4.3.4, il existe, pour tout i ∈ {1, 2}, un entier
mi ∈ {0, 1} tel que
µ ∼ (−ζx)m1 mod p1 ∼ (−ζ (1− b1 + ω))m1 mod p1
µ ∼ (−ζx)m2 mod p2 ∼ (−ζ (1− b1 − ω))m2 mod p2 (4.14)
Nous distinguons deux sous-cas.
Si µ est une constante. Alors µ est e´gal a` sa re´duction modulo
pi. Par conse´quent, les e´quations 4.14 signifient que
* µ ∼ 1 ou
* µ ∼ −ζ (1− b1 + ω) et µ ∼ −ζ (1− b1 − ω).
Dans le second cas, nous avons 1 ∼ (1− b1)2 − ω2. Ce n’est pas pos-
sible. Nous avons donc µ ∼ 1, c’est-a`-dire Λ = [1].
S’il existe ǫ ∈ k× tel que µ = ǫ(1 − C). Nous utilisons l’e´galite´
1−C = η2−ω2−2(x+b1−1) pour montrer les relations de congruence
µ ≡ ǫ (η2 − ω2 − 2ω) mod p1 et
µ ≡ ǫ (η2 − ω2 + 2ω) mod p2.
Les e´quations 4.14 se reformulent alors sous la forme
ǫ
(
η2 − ω2 − 2ω) ∼ (−ζ (1− b1 + ω))m1 et
ǫ
(
η2 − ω2 + 2ω) ∼ (−ζ (1− b1 − ω))m2 .
Nous en de´duisons l’e´quivalence((
η2 − ω2)2 − 4ω2) ∼ (−ζ)m1+m2 (1− b1 + ω)m1 (1− b1 − ω)m2 .
Cette e´quivalence est en contradiction avec les hypothe`ses de la pro-
position, puisque −ζ ∼ 2 (1− C(0))
((
(ω2 − η2)2 − 4ω2). Le cas ou`
µ = ǫ(1− C) pour un certain ǫ ∈ k× n’est donc pas possible. 
4.4 Etude de l’image de ΠC+δ .
4.4.1 La forme ge´ne´rale des courbes e´tudie´es.
Soit k un sous corps de R. Soient D, E, δ ∈ k[x] trois polynoˆmes tel que
le polynoˆme
(y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D)
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soit sans facteur carre´. Nous conside´rons la courbe hyperelliptiqueH d’e´quation
affine
H : z2 = (y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D) .
Notations 4.4.1.1 Nous notons
* f1(y) := y + δ(1− E),
* f2(y) := y − δE,
* f3(y) := y + δE et
* f4(y) := y
2 − δ2D.
Nous supposons que le polynoˆme f1f2f3f4 est sans facteur carre´. Nous sup-
posons aussi que D n’est pas un carre´ dans k(x).
Pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4} nous posons Ki := k(x)[y]/(fi(y)) et nous
notons yi la classe de y dans Ki. Soit πH : Jac(H)(k(x)) −→
4∏
i=1
K×i /K
×2
i
le morphisme de Cassels-Schaefer et πH,i : Jac(H)(k(x)) −→ K×i /K×2i sa
i-e`me composante.
La norme NKi/k(x) de l’extension Ki/k(x) induit un homomorphisme
NKi/k(x) : K
×
i /K
×2
i −→ k(x)×/k(x)×2. Nous posons ΞH,i := NKi/k(x) ◦ πH,i
et nous notons ΞH : Jac(H)(k(x)) −→
4∏
i=1
k(x)×/k(x)×2 l’homomorphisme
de i-e`me coordonne´e ΞH,i.
Dans cette section, nous e´tudions l’image de ΞH. Nous appliquons ensuite
les re´sultats de l’e´tude aux cas particuliers ou`
* E = 1−C2 ,
* D = (1+C)
2−4B
4 et
* δ = ζ ou δ = ζx pour un certain ζ ∈ k× strictement positif
Nous en de´duisons en particulier des informations sur l’image des mor-
phismes ΠC+ζ et ΠC+ζx .
Proposition 4.4.1.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que 1− 2E, (1−E)2 −D et E2 −D
soient non nuls.
Alors le polynoˆme (y + δ(1 − E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D) est sans
facteur carre´.
De´monstration.
Par hypothe`se, l’e´le´ment
(−δ(1−E)−δE)(−δ(1−E)+δE)(δ2(1−E)2−δ2D) = δ4(1−2E)((1−E)2−D)
est non nul. Par conse´quent les polynoˆmes (y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D) et
y + δ(1− E) sont premiers entre eux.
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De meˆme, l’e´le´ment
(δE + δ(1− E))(δE + δE)(δ2E2 − δ2D) = 2δ4E(E2 −D)
est non nul, donc les polynoˆmes y− δE et (y+ δ(1−E))(y+ δE)(y2− δ2D)
sont premiers entre eux.
Nous avons aussi suppose´ que l’e´le´ment
(−δE + δ(1− E))(−δE − δE)(δ2E2 − δ2D) = −2δ4E(1− 2E)(E2 −D)
est non nul, donc les polynoˆmes y− δE et (y+ δ(1−E))(y+ δE)(y2− δ2D)
sont premiers entre eux.
De ces trois relations de primalite´ nous de´duisons aussi que les polynoˆmes
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE) et y2 − δ2D sont premiers entre eux.
Par ailleurs, δ2D est non nul, donc le polynoˆme y2−δ2D est sans facteur
carre´. Ainsi le polynoˆme (y+ δ(1−E))(y− δE)(y+ δE)(y2− δ2D) est bien
sans facteur carre´. 
Proposition 4.4.1.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D).
Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que (1 − E)2 −D et
E2−D ne sont pas des carre´s dans k(x), que E et D sont de degre´ impairs
et que δ est non nul.
Alors l’image par ΞH de la torsion de Jac(H)(k(x)) est l’image par ΞH
de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)). Elle est donc engendre´e par les classes :
1.
(
[δ] ,
[
2E
(
E2 −D)] , [2δE] , [E2 −D]) ,
2.
(
[1− 2E] , [−δ (E2 −D)] , [−δ (1− 2E) (E2 −D)] , [1]) et
3.
([
(1− E)2 −D
]
,
[
E2 −D] , [E2 −D] , [(1− E)2 −D]).
De´monstration.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous avons suppose´ que D n’est pas un carre´ dans k(x) (il est de degre´
impair) et que δ est non nul. Le polynoˆme (y2 − δ2D) est donc irre´ductible.
Ainsi, d’apre`s la proposition 1.4.12, la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) est en-
gendre´e par les points
1. < y + δ(1− E), 0 >,
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2. < y − δE, 0 >,
3. < y + δE, 0 > et
4. < y2 − δ2D >.
En fait trois de ces points suffisent a` engendrer la 2-torsion. Nous calculons
maintenant l’image par ΞH de < y + δ(1 − E), 0 >, < y + δE, 0 > et
< y − δE, 0 >. Nous savons que
* ΞH,2(< y + δ(1− E), 0 >) = [−δ],
* que ΞH,3(< y + δ(1− E), 0 >) = [δ(2E − 1)],
* et que ΞH,4(< y + δ(1− E), 0 >) = [δ2((1− E)2 −D)].
Nous souhaitons calculer ΞH,1(< y + δ(1− E), 0 >). D’apre`s la proposition
1.5.9, le produit des composantes de ΞH (qui sont toutes a` valeurs dans
k(x)×/k(x)×2) est la classe triviale, donc l’image ΞH(< y + δ(1 − E), 0 >)
est e´gale a` la classe([
(1− 2E)((1− E)2 −D)] , [−δ] , [−δ(1− 2E)] , [(1− E)2 −D]) .
Nous montrons de meˆme que
ΞH(< y − δE, 0 >) =
(
[δ], [2E(E2 −D)], [2δE], [E2 −D]) et
ΞH(< y+δE, 0 >) =
(
[δ(1− 2E)], [−2δE], [−2E(1− 2E)(E2 −D)], [(E2 −D)]) .
1. Pour tout T ∈ Jac(H)(k(x)), l’image ΞH(2T ) est triviale. Or les images
ΞH(< y + δ(1−E), 0 >), ΞH(< y − δE, 0 >), et ΞH(< y + δE, 0 >) ne sont
pas triviales (car E2−D et (1−E)2−D ne sont pas des carre´s dans k(x)),
donc les points < y+ δ(1−E), 0 >, < y+ δE, 0 > et < y− δE, 0 > ne sont
pas des doubles dans Jac(H)(k(x)).
2. De meˆme, le polynoˆme 2E n’est pas un carre´ dans k(x) (il est de degre´
impair), donc l’image
ΞH,2(< (y + δ(1− E)), 0 > + < (y + δE), 0 >) = [−δ][−2δE]
= [2E]
n’est pas triviale. Par conse´quent, le point < (y + δ(1 − E))(y + δE), 0 >
n’appartient pas a` 2Jac(H)(k(x)).
3. Les polynoˆmes E et 1−2E sont premiers entre eux et le polynoˆme E n’est
pas un carre´ dans k(x) (il est de degre´ impair). En utilisant la de´composition
en facteurs premiers dans k[x], nous en de´duisons que −2E(1 − 2E) n’est
pas un carre´ dans k(x). Par ailleurs, nous avons
ΞH,3(< y + δ(1− E), 0 > + < y − δE, 0 >) = [−2E(1− 2E)].
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Ainsi, l’image de < y + δ(1 − E), 0 > + < y − δE, 0 > par ΞH,3 n’est pas
triviale et donc < y + δ(1 − E), 0 > + < y − δE, 0 > n’appartient pas a`
2Jac(H)(k(x)).
4. Nous savons que ΞH,1(< (y + δE), 0 > + < (y − δE), 0 >) = [1 − 2E].
Or 1 − 2E n’est pas un carre´ dans k(x) (il est de degre´ impair), donc
< (y + δE), 0 > + < (y − δE), 0 > n’est pas un double dans Jac(H)(k(x)).
5. Nous avons suppose´ que le polynoˆme (1 − E)2 − D n’est pas un carre´
dans k(x). L’image ΞH,1(< y2 − δ2D, 0 >) = [(1− E)2 −D] n’est donc pas
triviale. Par suite, le point < y2−δ2D, 0 > n’appartient pas a` 2Jac(H)(k(x)).
La 4-torsion de Jac(H)(k(x)) est donc e´gale a` sa 2-torsion. Nous en
de´duisons que la torsion 2-primaire Jac(H)(k(x)) est e´gale a` sa 2-torsion.
Comme l’image d’un double par ΞH est triviale, nous avons, pour tout
entier m ∈ N impair, l’e´galite´ ΞH(T ) = ΞH(mT ). En particulier, pour tout
m ∈ N impair, tout n ∈ N et tout point de 2nm-torsion T , l’image ΞH(T ) est
l’image du point de 2n-torsion mT par ΞH. Ainsi, l’image de la torsion de
Jac(H)(k(x)) par ΞH est l’image de la torsion 2-primaire, c’est-a`-dire l’image
de la 2-torsion. Cette image est donc engendre´e par ΞH(< y+δ(1−E), 0 >),
ΞH(< y + δE, 0 >) et ΞH(< y − δE, 0 >), ou, de fac¸on e´quivalente, par les
images
* ΞH (< y − δE, 0 >) =
(
[δ], [2E(E2 −D)], [2δE], [E2 −D]) ,
* ΞH (< y + δE, 0 > + < y − δE, 0 >)
=
(
[1− 2E], [−δ(E2 −D)], [−δ(1− 2E)(E2 −D)], [1]) , et
* ΞH (< y + δ(1− E), 0 > + < y + δE, 0 > + < y − δE, 0 >)
=
(
[(1− E)2 −D], [E2 −D], [E2 −D], [(1− E)2 −D]) 
4.4.2 Quelques applications des re´sultat de la section 4.1.
Proposition 4.4.2.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls. Nous supposons que D n’est pas un carre´ dans
k(x).
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D).
Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que
* les polynoˆmes (1− E)2 −D et 1− 2E sont premiers entre eux,
* les polynoˆmes (1− E)2 −D et E sont premiers entre eux,
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* les polynoˆmes 1− 2E et D sont premiers entre eux, et
* les polynoˆmes E et D sont premiers entre eux.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([µ1,3µ1,4], [µ2,3], [µ1,3µ2,3µ3,4], [µ1,4µ3,4]) avec
* µ1,3 ∈ k[x] un diviseur de δ(1− 2E),
* µ1,4 ∈ k[x] un diviseur de δ((1− E)2 −D),
* µ2,3 ∈ k[x] un diviseur de δE(E2 −D), et
* µ3,4 ∈ k[x] un diviseur de δ(E2 −D).
De´monstration.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous utilisons la proposition 4.1.3. Cela nous ame`ne a` conside´rer les
polynoˆmes
∆i,j :=
{
NKi/k(x)(fj) si j 6= i
NKi/k(x)(f
′
i) si j = i
c’est-a`-dire les polynoˆmes suivants :
* ∆1,1 = NK1/k(x)(1) = 1,
* ∆1,2 = −∆2,1 = NK1/k(x) (y − δE) = −δ,
* ∆1,3 = −∆3,1 = NK1/k(x) (y + δE) = −δ (1− 2E),
* ∆1,4 = ∆4,1 = NK1/k(x)
(
y2 − δ2D) = δ2 ((1− E)2 −D),
* ∆2,2 = NK2/k(x)(1) = 1,
* ∆2,3 = −∆3,2 = NK2/k(x) (y + δE) = 2δE,
* ∆2,4 = ∆4,2 = NK2/k(x)
(
y2 − δ2D) = δ2 (E2 −D),
* ∆3,3 = NK3/k(x)(1) = 1,
* ∆3,4 = ∆4,3 = NK3/k(x)
(
y2 − δ2D) = δ2 (E2 −D), et
* ∆4,4 = NK4/k(x)(2y) = −4δ2D.
Soit α un e´le´ment de l’image de ΞH. D’apre`s la proposition 4.1.3, il existe
une famille (µi,j) 1 ≤ i ≤ 4,
j 6= i
d’e´le´ments de k[x] sans facteur carre´ telle que
* µi,j divise pgcd
(
4∏
k=1
∆i,k,
4∏
l=1
∆j,l
)
,
* µi,j = µj,i, et
* ΞH,i (α) soit la classe de
∏
j 6=i
µi,j .
1. Le polynoˆme µ1,3 divise
pgcd
(
δ4(1− 2E) ((1− E)2 −D) , 2δ4E(1− 2E) (E2 −D)) .
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Puisque E2 − D ≡ 2E − 1 mod ((1− E)2 −D) et puisque les polynoˆmes
1− 2E et (1−E)2 −D sont premiers entre eux, le polynoˆme (1−E)2 −D
est premier a` E2 −D. Le polynoˆme (1−E)2 −D est aussi premier a` E. Or
le polynoˆme µ1,3 est sans facteur carre´, donc µ1,3 divise δ(1− 2E).
2. Le polynoˆme µ1,2 divise
pgcd
(
δ4(1− 2E) ((1− E)2 −D) , 2δ4E (E2 −D)) .
Comme E2−D ≡ (1−E)2−D mod (1− 2E), et comme 1− 2E est premier
a` (1 − E)2 −D, les polynoˆmes 1 − 2E et E2 −D sont premiers entre eux.
Par ailleurs, 1− 2E est premier a` E, et nous avons vu que (1−E)2−D est
premier a` E
(
E2 −D). Ainsi, le polynoˆme µ1,2 e´tant sans facteur carre´, il
divise δ.
3. Le polynoˆme µ1,4 divise
pgcd
(
δ4(1− 2E) ((1− E)2 −D) ,−4δ8 ((1− E)2 −D) (E2 −D)2D) .
Nous avons vu que 1− 2E est premier a` (E2 −D). De plus, les polynoˆmes
D et 1−2E sont premiers entre eux. Par conse´quent, le polynoˆme µ1,4 e´tant
sans facteur carre´, il divise δ
(
(1− E)2 −D).
4. Le polynoˆme µ2,3 divise
pgcd
(
2δ4E
(
E2 −D) , 2δ4E(1− 2E) (E2 −D))
et est sans facteur carre´. Le polynoˆme µ2,3 divise donc δE
(
E2 −D).
5. Le polynoˆme µ2,4 divise
pgcd
(
2δ4E
(
E2 −D) ,−4δ8 ((1− E)2 −D) (E2 −D)2D) .
Les polynoˆmes E et
(
(1− E)2 −D)D sont premiers entre eux. Ainsi, le po-
lynoˆme µ2,4 e´tant sans facteur carre´, il divise δ
(
E2 −D).
6. Le polynoˆme µ3,4 divise
pgcd
(
2δ4E(1− 2E) (E2 −D) ,−4δ8 ((1− E)2 −D) (E2 −D)2D) .
Par hypothe`se, les polynoˆmes E(1 − 2E) et ((1− E)2 −D)D sont pre-
miers entre eux. Comme le polynoˆme µ3,4 est sans facteur carre´, µ3,4 divise
δ
(
E2 −D).
Nous souhaitons maintenant montrer qu’il est possible de choisir les µi,j
tels que µ1,2 = µ2,4 = 1. Pour cela, nous remplac¸ons µi,j par la partie sans
facteur carre´ de µ˜i,j avec
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* µ˜1,2 = 1, µ˜1,3 = µ1,3µ1,2, µ˜1,4 = µ1,4,
* µ˜2,3 = µ2,3µ1,2µ2,4, µ˜2,4 = 1 et µ˜3,4 = µ3,4µ2,4.
Avec ces notations, nous avons bien
* µ˜1,3µ˜1,4 = µ1,3µ1,2µ1,4,
* µ˜2,3 = µ2,3µ1,2µ2,4,
* µ˜1,3µ˜2,3µ˜3,4 = (µ1,3µ1,2) (µ2,3µ1,2µ2,4) (µ3,4µ2,4)
= (µ1,2µ2,4)
2 (µ1,3µ2,3µ3,4) , et
* µ˜1,4µ˜3,4 = µ˜1,4µ3,4µ2,4
c’est-a`-dire
ΞH (α) = ([µ˜1,3µ˜1,4] , [µ˜2,3] , [µ˜1,3µ˜2,3µ˜3,4] , [µ˜1,4µ˜3,4]) .
Nous remarquons aussi que
* µ˜1,3 ∈ k[x] est un diviseur de δ(1 − 2E), (car µ1,2 est un diviseur de
δ et µ1,3 est un diviseur de δ(1− 2E)),
* µ˜1,4 ∈ k[x] est un diviseur de δ((1− E)2 −D),
* µ˜2,3 ∈ k[x] un diviseur de δE(E2 − D), (car µ1,2 est un diviseur
de δ, µ2,3 est un diviseur de δE(E
2 − D) et µ2,4 est un diviseur de
δ
(
E2 −D)), et
* µ˜3,4 ∈ k[x] un diviseur de δ(E2 − D) (car µ2,4 est un diviseur de
δ
(
E2 −D) et µ3,4 ∈ k[x] est un diviseur de δ(E2 −D)). 
Proposition 4.4.2.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D) .
Nous reprenons les notations 4.4.1.1 et 4.1. Nous supposons que
* les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1 sont ve´rifie´es,
* D est de degre´ impair.
Soit λ le coefficient dominant de D.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([ǫ1α1], [ǫ2α2], [ǫ3α3], [ǫ4α4])
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes unitaires et ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4 ∈ k×
tels que
* ǫ4 ∼ 1 si α4 est de degre´ pair ;
* ǫ4 ∼ −λ si α4 est de degre´ impair.
De´monstration.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
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est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u(y) premier a`
f4(y) = y
2−δ2D. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de
div(u, v). Nous avons alors ΞH,4(Cl(div(u, v))) =
[
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] .
Il existe un polynoˆme unitaire α4 ∈ k[x] et ǫ4 ∈ k× tels que
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
= ǫ4α4.
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a` l’infini
de k(x) et a` A := δ2D : comme A ∼ D, et comme D est de degre´ impair et
de coefficient dominant λ, nous avons
* ǫ4 ∼ 1 si α4 est de degre´ pair ;
* ǫ4 ∼ −λ si α4 est de degre´ impair. 
Proposition 4.4.2.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les e´le´ments 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D) .
Nous reprenons les notations 4.4.1.1 et 4.1. Nous supposons que les hy-
pothe`ses de la proposition 4.4.2.1 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de D. Nous supposons que
* la valuation vp(D) est impaire, et
* vp(δ) = vp(E) = vp(1− E) = 0.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3], [α4])
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes tels que
vp(α4) = 0 et α4 ∼ 1 mod p.
De´monstration.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a`
f4(y) := y
2− δ2D. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire
de div(u, v). Nous avons alors ΞH,4(Cl(div(u, v))) =
[
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] .
Nous posons
α4 := p
−vp(NK4/k(x)((−1)deg(u)u))NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
.
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D’apre`s la proposition 4.4.2.1, la classe
[
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] est la
classe d’un diviseur sans facteur carre´ µ de δ
(
(1− E)2 −D
) (
E2 −D).
Nous avons suppose´ que vp(δ) = vp(E) = vp(1 − E) = 0. Ainsi, la va-
luation vp(µ) est paire. Or NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u) est le produit de µ par un
e´le´ment de k(x)×2, donc la valuation vp
(
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est paire.
Nous en de´duisons que NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u) ∼ α4, c’est-a`-dire que
[α4] =
[
NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)]
= ΞH,4(Cl(div(u, v))).
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associe´e
a` p et a` A := δ2D : comme la valuation vp(δ
2D) est impaire, et comme la
valuation vp(α4) est nulle, nous avons α4 ∼ 1 mod p. 
4.4.3 Deux propositions techniques.
Lemme 4.4.3.1 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D, δ ∈ k[x]
trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − 2E, (1 − E)2 − D et
E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D) .
Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Soit α ∈ Jac(H)(k(x)) un k(x)-point
de Jac(H). Soit p ∈ k[x] un facteur premier de E. Nous supposons que
* vp(E) ≡ 1 mod 2,
* vp(δ) ≡ 0 mod 2, et
* vp(E
2 −D) ≡ 0 mod 2.
Il existe alors un point de 2-torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors et un e´le´ment
< u, v > de Jac(H)(k(x)) tels que
1. α = T+ < u, v >,
2. u est de degre´ au plus 2,
3. u est premier a` (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D), et
4. (a) vp(u(δE)) ≡ 0 mod 2, ou
(b) deg(u) ≤ 1 et vp(u(δE)) ≡ 1 mod 2.
De´monstration.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
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Soit div(uα, vα) un diviseur semi-re´duit de classe d’e´quivalence line´aire
e´gale a` α tel que uα soit premier a` (y+δ(1−E))(y−δE)(y+δE)(y2−δ2D).
Le quadruplet
ΞH(< y − δE, 0 >) =
(
[δ], [2E(E2 −D)], [2δE], [E2 −D])
est un e´le´ment de l’image de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) par ΞH. Or
vp(E) ≡ 1 mod 2 et vp(δ) ≡ vp(E2 − D) mod 2 ≡ 0 mod 2, donc il existe
un point de 2-torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors et une famille (αi)4i=1 d’e´le´ments
non nuls de k[x] tels que
* ΞH(T ) = ([α1], [α2], [α3], [α4]), et
* vp(α2) ≡ vp(uα(δE)) mod 2
(en fait nous choisissons T =< y − δE, 0 > si la valuation vp(uα(δE)) est
impaire, et nous prenons T = 0 si la valuation vp(uα(δE)) est paire).
Soit (u˜, v˜) la repre´sentation de Mumford de α + T . Le point
α + T =< u˜, v˜ > satisfait aux conditions 1, 2 et 4 (a) du lemme. Mal-
heureusement, le polynoˆme u˜ n’est pas toujours premier a`
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
et la condition 3 du lemme n’est donc pas toujours satisfaite. Nous de´cidons
donc de noter
* uf := pgcd
(
u˜, (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)) ,
* u l’unique polynoˆme unitaire de´fini par u˜ = ufu et
* v le reste de la division euclidienne de v˜ par u.
Le point T+ < uf , 0 > est un point de 2-torsion. Le point
< u, v >= α + T− < uf , 0 > satisfait donc aux conditions 1, 2 et 3 du
lemme.
Lorsque deg(uf ) = 0. Le point < u, v >=< u˜, v˜ >= α + T satisfait a` la
condition 4 (a) du lemme. Il ve´rifie donc les conditions 1, 2, 3 et 4 (a).
Lorsque deg(uf ) = 1. Nous avons deux sous cas.
Lorsque vp(u(δE)) ≡ 0 mod 2. Alors < u, v >= α + T+ < uf , 0 >
satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du lemme.
Lorsque vp(u(δE)) ≡ 1 mod 2. Alors < u, v >= α + T+ < uf , 0 >
satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b) du lemme.
Lorsque deg(uf ) = 2. Le point < u˜, v˜ > est un point de 2-torsion. Le point
< u, v >=< 1, 0 >= 0 satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du
lemme. 
Proposition 4.4.3.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D).
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Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que les hypothe`ses de
la proposition 4.4.2.1 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de E. Nous supposons que
vp(E) = 1 et vp(δ) = vp(D) = vp((1− E)2 −D) = 0.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1] , [α2] , [α3] , [α4])
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes tels que
1. α2α3 ∼ 1 mod p si vp(α2) ≡ 0 mod 2, et
2. α2α3 ∼ −δD mod p si vp(α2) ≡ 1 mod 2.
De´monstration.
L’ide´e de cette de´monstration est d’utiliser l’e´galite´
u(−δE) = u(δE)− 2δEu1 (4.15)
1. Une simplification du proble`me.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous notons S l’ensemble des α = ([α1] , [α2] , [α3] , [α4]) ∈
(
k(x)×/k(x)×2
)4
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes tels que
* α2α3 ∼ 1 mod p si vp(α2) ≡ 0 mod 2, et
* α2α3 ∼ −δD mod p si vp(α2) ≡ 1 mod 2.
Soit β un k(x)-point de Jac(H). Nous souhaitons montrer que ΞH(β) ∈ S.
D’apre`s le lemme 4.4.3.1, il existe un point de 2-torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors
et un e´le´ment < u˜, v˜ > de Jac(H)(k(x)) tels que
1. β = T+ < u˜, v˜ >,
2. u˜ est de degre´ au plus 2,
3. u˜ est premier a` (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D), et
4. (a) vp(u˜(δE)) ≡ 0 mod 2, ou
(b) deg(u˜) ≤ 1 et vp(u˜(δE)) ≡ 1 mod 2.
Puisque ΞH est un homomorphisme et puisque les images des points de
2-torsion de Jac(H)(k(x)) par ΞH appartiennent a` S, l’image ΞH(β) appar-
tient a` S si et seulement si ΞH(β + T ) appartient a` S.
2. Nous nous ramenons a` un proble`me dans k[x].
145
Il existe quatre polynoˆmes u0, u1, u2, λ ∈ k[x] premiers dans leur en-
semble tels que
u˜(y) =
u2
λ
y2 +
u1
λ
y +
u0
λ
.
Puisque u˜ est unitaire, λ est le coefficient dominant du polynoˆme
u(y) := u2y
2+ u1y+ u0. Ainsi λ est e´gal a` u2, u1 ou u0. Par conse´quent, les
polynoˆmes u2, u1 et u0 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Nous montrons que la valuation vp(λ) est paire. Pour cela, nous sup-
posons que la valuation vp(λ) est impaire. Le polynoˆme λ ∈ k[x] est le
coefficient dominant de u(y). Nous avons donc deux possibilite´s
* le polynoˆme u(y) est de degre´ au plus 1 et alors u2 est nul, ou
* le polynoˆme u(y) est de degre´ 2 et alors u2 = λ.
Dans les deux cas, p divise le polynoˆme u2 ∈ k[x].
D’apre`s la proposition 4.4.2.1, nous avons [u˜ (δ (E − 1))] = [µ1,3µ1,4] avec
* µ1,3 un diviseur sans facteur carre´ de δ(1− 2E), et
* µ1,4 un diviseur sans facteur carre´ de δ
(
(1− E)2 −D
)
.
Les polynoˆmes E et 1 − 2E sont premiers entre eux. Nous avons conserve´
les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1. En particulier, les polynoˆmes E et
(E−1)2−D sont premiers entre eux. Ainsi, puisque p divise E et vp(δ) = 0,
les polynoˆmes µ1,3 et µ3,4 sont premiers a` p. Or [u˜ (δ (E − 1))] = [µ1,3µ1,4],
donc la valuation vp(u˜(δ(E − 1))) est paire. Par suite, la valuation
vp(u(δ(E − 1))) = vp(u˜(δ(E − 1))) + vp(λ)
est impaire. De plus, u(δ(E − 1)) est un e´le´ment de k[x], donc le polynoˆme
p divise u(δ(E − 1)). Ainsi, le polynoˆme p divisant E et u2, nous avons
u(δ(E − 1)) = u2δ2(E − 1)2 + u1δ(E − 1) + u0
≡ −δu1 + u0 mod p.
Nous en de´duisons la congruence u0 ≡ δu1 mod p. Or u2, u1 et u0 sont
premiers entre eux dans leur ensemble et p divise u2, donc p ne divise pas
u1. En particulier, p divisant λ, le polynoˆme λ n’est ni u1 ni u0 et est donc
u2. Le polynoˆme u2 est alors de valuation impaire en p et est donc non nul :
le polynoˆme u˜(y) est de degre´ 2.
Puisque le polynoˆme u˜(y) est de degre´ 2, la condition 4.(a) de la de´finition
du polynoˆme u˜ impose a` la valuation vp(u˜(δE)) d’eˆtre paire. Par suite, la
valuation
vp(u(δE)) = vp(u˜(δE)) + vp(λ)
est impaire.
Par ailleurs, comme δ est premier a` p et
u(δE) = u2δ
2E2 + u1δE + u0
≡ u0 mod p
≡ δu1 mod p,
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la valuation vp(u(δE)) est nulle. De cette contradiction, nous de´duisons que
la valuation vp(λ) est paire.
3. Nous montrons la proposition.
Nous venons de montrer que les valuations vp(u(δE)) et vp(u˜(δE)) ont
meˆme parite´. Nous montrons la proposition en diffe´renciant trois cas suivant
la valuation vp(u(δE)).
Le cas ou` u est de degre´ au plus 2 premier a` fH, et vp(u˜(δE)) est paire.
Alors la valuation vp(u(δE)) est paire.
Lorsque vp(u(δE)) = 0. Le polynoˆme p divise E. Ainsi, de l’e´quation
4.15 nous de´duisons la congruence
u(δE) ≡ u(−δE) mod p.
Or u(δE) est inversible modulo p, donc
u(δE)u(−δE) ∼ 1 mod p.
Pour conclure, il suffit de remarquer que
ΞH,2(β + T )ΞH,3(β + T ) =
[
(−1)deg(eu)u˜(δE)(−1)deg(eu)u˜(−δE)]
=
[
λ−2u(δE)u(−δE)]
= [u(δE)u(−δE)] .
Lorsque vp(u(δE)) ≥ 1. La valuation vp(u(δE)) est paire. Elle est
donc supe´rieure ou e´gale a` 2. Nous faisons appel a` la proposition
4.4.2.1 : nous avons
ΞH (β) = ([µ1,3µ1,4], [µ2,3], [µ1,3µ2,3µ3,4], [µ1,4µ3,4]) avec
* µ1,3 ∈ k[x] un diviseur de δ(1− 2E),
* µ1,4 ∈ k[x] un diviseur de δ((1− E)2 −D),
* µ2,3 ∈ k[x] un diviseur de δE(E2 −D), et
* µ3,4 ∈ k[x] un diviseur de δ(E2 −D).
Nous avons conserve´ les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1. En
particulier, les polynoˆmes
* E et (1− E)2 −D sont premiers entre eux, et
* E et E2−D sont premiers entre eux (car E et D sont premiers
entre eux).
Nous avons aussi suppose´ que E et δ sont premiers entre eux.
Enfin, les polynoˆmes E et 1 − 2E sont premiers entre eux. Par
suite les valuations vp(µ1,3), vp(µ1,4) et vp(µ3,4) sont nulles. Ainsi,
comme [u(δE)] = [µ2,3] et [u(−δE)] = [µ1,3µ2,3µ3,4], nous avons
vp(u(−δE)) ≡ vp(u(δE)) mod 2 ≡ 0 mod 2.
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Or l’e´le´ment u(−δE) = u(δE)− 2δEu1 est divisible par p (car p
divise E), donc la valuation vp(u(−δE)) est supe´rieure ou e´gale
a` 2. Par conse´quent, p2 divise
2δEu1 = u(δE)− u(−δE).
En particulier, p divise u1 (car vp(δE) = 1). Finalement p est un
facteur commun a` u1 et u0 = u(δE)− δEu1 − δ2E2u2, donc
* les polynoˆmes u2 et p sont premiers entre eux (car u0, u1 et
u2 sont premiers entre eux),
* (−1)deg(u)λu(δ(E − 1)) ≡ δ2(E − 1)2u22 mod p (car λ = u2),
* NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u) = (u0 + δ2Du2)2 − δ2Du21
≡ δ4D2u22 mod p.
Pour conclure nous utilisons la proposition 1.5.9 : l’image
ΞH,2(β + T )ΞH,3(β + T ) = ΞH,1(β + T )ΞH,4(β + T )
est e´gale a` la classe[
(−1)deg(u)λu(δ(E − 1))NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)]
= [1] .
Le cas ou` u est de degre´ 1 premier a` fH, et vp(u(δE)) est impaire.
Alors p divise u(δE) et donc u0 = u(δE) − u1δE. Nous en de´duisons
deux congruences :
NK4/k(x)((−1)deg(u)u) = u20 − δ2Du21 ≡ −δ2Du21 mod p et
u(δ(E − 1)) = δ(E − 1)u1 + u0 ≡ −δu1 mod p.
Le polynoˆme u˜ est unitaire de degre´ 1, donc λ = u1. Nous avons donc
−λu(δ(E − 1)) ≡ δu21 mod p. Les polynoˆmes u0 et u1 e´tant premiers
entre eux, u1 n’est pas divisible par p. De plus vp(δ) = vp(D) = 0, et
nous pouvons donc e´crire :
NK4/k(x)((−1)deg(u)u) ∼ −D mod p et
(−1)deg(u)λu(δ(E − 1)) mod p ∼ δ mod p.
Pour conclure nous utilisons la proposition 1.5.9 : l’image
ΞH,2(β + T )ΞH,3(β + T ) = ΞH,1(β + T )ΞH,4(β + T )
est e´gale a` la classe[
(−1)deg(u)λu(δ(E − 1))NK4/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)]
= [−δD] . 
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Lemme 4.4.3.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D, δ ∈ k[x]
trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − 2E, (1 − E)2 − D et
E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D) .
Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Soit α ∈ Jac(H)(k(x)) un k(x)-point
de Jac(H).
Soit p ∈ k[x] un facteur premier de E2 −D. Nous supposons que
* vp(E
2 −D) ≡ 1 mod 2,
* vp(E) ≡ 0 mod 2,
* vp(2E − 1) ≡ 0 mod 2, et
* vp(δ) ≡ 0 mod 2.
Il existe alors un point de torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors et un e´le´ment
< u, v > de Jac(H)(k(x)) tels que
1. α = T+ < u, v >,
2. u est de degre´ au plus 2,
3. u est premier a` (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D), et
4. (a) vp(u(−δE)) ≡ vp(u(δE)) ≡ 0 mod 2, ou
(b) deg(u) ≤ 1 et vp(u(δE)u(−δE)) ≡ 1 mod 2.
De´monstration.
Puisque les polynoˆmes δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont
non nuls, le polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Soient (λi)
4
i=1 une famille d’e´le´ments non nuls de k[x] tels que
ΞH(α) = ([λ1], [λ2], [λ3], [λ4]).
Les quadruplets
ΞH (< y − δE, 0 >) =
(
[δ] ,
[
2E
(
E2 −D)] , [2δE] , [E2 −D]) et
ΞH
(
< y2 − δ2D, 0 >)
=
([
(1− E)2 −D
]
,
[
E2 −D] , [E2 −D] , [(1− E)2 −D])
sont des e´le´ments de l’image de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) par ΞH. Or
vp(E
2 −D) ≡ 1 mod 2 et vp(δ) ≡ vp(E) mod 2 ≡ 0 mod 2, donc il existe un
point de 2-torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors et une famille (αi)4i=1 d’e´le´ments
non nuls de k[x] tels que
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* ΞH(T ) = ([α1], [α2], [α3], [α4]),
* vp(α3) ≡ vp(λ3) mod 2, et
* vp(α2) ≡ vp(λ2) mod 2.
Soit (u˜, v˜) la repre´sentation de Mumford de α + T . Le point
α + T =< u˜, v˜ > satisfait aux conditions 1, 2, et 4 (a) du lemme. Mal-
heureusement, le polynoˆme u˜ n’est pas toujours premier a`
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
et la condition 3 du lemme n’est donc pas toujours satisfaite. Nous de´cidons
donc de noter
* uf := pgcd
(
u˜, (y + δ (1− E)) (y − δE) (y + δE) (y2 − δ2D)) ,
* u l’unique polynoˆme unitaire de´fini par u˜ = ufu et
* v le reste de la division euclidienne de v˜ par u.
Pour conclure nous utilisons les trois affirmations suivantes :
* α = (T+ < uf , 0 >)+ < u, v >,
* T+ < uf , 0 > est un point de 2-torsion, et
* u est premier au polynoˆme (y+ δ(1−E))(y− δE)(y+ δE)(y2− δ2D).
Soit (βi)
4
i=1 une famille d’e´le´ments non nuls sans facteur carre´ de k[x] telle
que ΞH(< uf , 0 >) = ([β1], [β2], [β3], [β4]).
Lorsque deg(uf ) = 0. Le point < u, v >=< u˜, v˜ >= α + T satisfait aux
conditions 1, 2, 3 et 4 (a) du lemme.
Lorsque deg(uf ) = 1. Alors le polynoˆme u(y) ∈ k(x)[y] est de degre´ 1.
Nous distinguons trois sous-cas.
Lorsque uf = y + δE. Nous avons
ΞH,2(< uf , 0 >) = [−2δE] et
ΞH,3(< uf , 0 >) =
[−2E(1− 2E) (E2 −D)] .
Par conse´quent la valuation vp(β2) est paire et la valuation vp(β3)
est impaire. Or
([u (δE)] , [u (−δE)]) = (ΞH,2 (< u, v >) ,ΞH,3 (< u, v >))
= ([λ2α2β2] , [λ3α3β3]) ,
et vp(λ2α2) ≡ vp(λ3α3) mod 2 ≡ 0 mod 2, donc la valuation
vp(u(δE)) est paire et la valuation vp(u(−δE)) est impaire.
Ainsi, le point < u, v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b).
Lorsque uf = y − δE. Nous avons
ΞH,2(< uf , 0 >) =
[
2E
(
E2 −D)] et
ΞH,3(< uf , 0 >) = [2δE].
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Par conse´quent la valuation vp(β2) est impaire et la valuation
vp(β3) est paire. Or
([u (δE)] , [u (−δE)]) = (ΞH,2 (< u, v >) ,ΞH,3 (< u, v >))
= ([λ2α2β2] , [λ3α3β3]) ,
et vp(λ2α2) ≡ vp(λ3α3) mod 2 ≡ 0 mod 2, donc la valuation
vp(u(δE)) est impaire et la valuation vp(u(−δE)) est paire.
Ainsi, le point < u, v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (b).
Lorsque uf ne s’annule pas en δE et en −δE. Le polynoˆme u(y)
est de degre´ 1. Il est donc e´gal a` y + δ(1 − E). En particulier
β2 est un e´le´ment de la classe [−δ] et β3 appartient a` la classe
[−δ(1− 2E)]. Nous de´duisons que les valuations vp(β2) et vp(β3)
sont paires. Or
[u (δE)] = ΞH,2(< u, v >) = [λ2α2β2] ,
[u (−δE)] = ΞH,3(< u, v >) = [λ3α3β3] ,
et vp(λ2α2) ≡ vp(λ3α3) mod 2 ≡ 0 mod 2, donc les valuations
vp(u(δE)) et vp(u(−δE)) sont paires.
Ainsi, le point < u, v > satisfait aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a).
Lorsque deg(uf ) = 2. Le point < u˜, v˜ > est de torsion. Le point
< u, v >=< 1, 0 >= 0 satisfait donc aux conditions 1, 2, 3 et 4 (a).

Proposition 4.4.3.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient E, D,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1−2E, (1−E)2−D
et E2 −D soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D).
Nous reprenons les notations 4.4.1.1. Nous supposons que les hypothe`ses de
la proposition 4.4.2.1 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de E2 −D. Nous supposons vp
(
E2 −D) = 1
et vp(δ) = vp(E) = vp(1− 2E) = 0.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1] , [α2] , [α3] , [α4])
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes sans facteur carre´ tels que
1. α1 ∼ 1 mod p ou α1 ∼ 1− 2E mod p si vp(α2α3) ≡ 0 mod 2 ;
2. α1 ∼ δ mod p ou α1 ∼ δ(1− 2E) mod p si vp(α2α3) ≡ 1 mod 2.
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De´monstration.
1. Une simplification du proble`me.
Puisque δ, (1 − E)2 − D, E, 1 − 2E, D et E2 − D sont non nuls, le
polynoˆme
(y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D)
est bien sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Nous notons S l’ensemble des α = ([α1] , [α2] , [α3] , [α4]) ∈
(
k(x)×/k(x)×2
)4
avec α1, α2, α3, α4 ∈ k[x] quatre polynoˆmes sans facteur carre´ tels que
1. α1 ∼ 1 mod p ou α1 ∼ 1− 2E mod p si vp(α2α3) ≡ 0 mod 2 ;
2. α1 ∼ δ mod p ou α1 ∼ δ(1− 2E) mod p si vp(α2α3) ≡ 1 mod 2.
Soit β un k(x)-point de Jac(H). Nous souhaitons montrer que ΞH(β) ∈ S.
D’apre`s le lemme 4.4.3.3, il existe un point de 2-torsion T ∈ Jac(H)(k(x))tors
et un e´le´ment < u˜, v˜ > de Jac(H)(k(x)) tels que
1. β = T+ < u˜, v˜ >,
2. u˜ est de degre´ au plus 2,
3. u˜ est premier a` (y + δ(1− E))(y − δE)(y + δE)(y2 − δ2D), et
4. (a) vp(u˜(−δE)) ≡ vp(u˜(δE)) mod 2 ≡ 0 mod 2, ou
(b) deg(u˜) ≤ 1 et vp(u˜(δE)u˜(−δE)) ≡ 1 mod 2.
Puisque ΞH est un homomorphisme et puisque les images des points de
2-torsion de Jac(H)(k(x)) par ΞH sont dans S, l’image ΞH(β) appartient a`
S si et seulement si ΞH(β − T ) appartient a` S.
2. Nous nous ramenons a` un proble`me dans k[x].
Il existe quatre polynoˆmes u0, u1, u2 et λ premiers dans leur ensemble
tels que
u˜(y) =
u2
λ
y2 +
u1
λ
y +
u0
λ
.
Puisque u˜ est unitaire, λ est le coefficient dominant du polynoˆme
u(y) := u2y
2+ u1y+ u0. Ainsi λ est e´gal a` u2, u1 ou u0. Par conse´quent, les
polynoˆmes u2, u1 et u0 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Nous montrons que la valuation vp(λ) est paire. Pour cela, nous sup-
posons que la valuation vp(λ) est impaire. Le polynoˆme λ ∈ k[x] est le
coefficient dominant de u(y) ∈ k[x][y]. Nous avons donc deux possibilite´s
* le polynoˆme u(y) est de degre´ au plus 1 et alors u2 est nul, ou
* le polynoˆme u(y) est de degre´ 2 et alors u2 = λ.
Dans les deux cas, p divise le polynoˆme u2 ∈ k[x].
D’apre`s la proposition 4.4.2.1, nous avons [u˜ (δ (E − 1))] = [µ1,3µ1,4] avec
* µ1,3 un diviseur sans facteur carre´ de δ(1− 2E), et
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* µ1,4 un diviseur sans facteur carre´ de δ
(
(1− E)2 −D
)
.
Nous avons conserve´ les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1. En particulier,
les polynoˆmes 1− 2E et E2 −D sont premiers entre eux.
De plus, nous avons (1− E)2 − D ≡ 1 − 2E mod (E2 −D), donc les
polynoˆmes (1− E)2 −D et E2 −D sont premiers entre eux.
Ainsi, puisque p divise E2−D et vp(δ) = 0, les polynoˆmes µ1,3 et µ3,4 sont
premiers a` p. Or [u˜ (δ (E − 1))] = [µ1,3µ1,4], donc la valuation vp(u˜(δ(E−1)))
est paire. Par suite, la valuation
vp(u(δ(E − 1))) = vp(u˜(δ(E − 1))) + vp(λ)
est impaire. De plus u(δ(E − 1)) est un e´le´ment de k[x]. Le polynoˆme p
divise donc u(δ(E − 1)).
Par ailleurs, le polynoˆme p divisant u2, nous avons
u(δ(E − 1)) = u2δ2(E − 1)2 + u1δ(E − 1) + u0
≡ δ(E − 1)u1 + u0 mod p.
Or le polynoˆme p divise u(δ(E − 1)), donc
u0 ≡ −δ(E − 1)u1 mod p.
De cette congruence, nous de´duisons que le polynoˆme p ne divise donc
pas u1, car :
* p divise u2, et
* les polynoˆmes u2 ∈ k[x], u1 ∈ k[x] et u0 ∈ k[x] sont premiers entre
eux dans leur ensemble.
En particulier, p divisant λ, le polynoˆme λ n’est ni u1 ni u0 et est donc u2.
Le polynoˆme u2 est alors de valuation impaire en p et est donc non nul : le
polynoˆme u˜(y) est de degre´ 2.
Puisque le polynoˆme u˜(y) est de degre´ 2, la condition 4.(a) de la de´finition
du polynoˆme u˜ impose a` la valuation vp(u˜(δE)) d’eˆtre paire. Ainsi, la va-
luation
vp(u(δE)) = vp(u˜(δE)) + vp(λ)
doit eˆtre impaire.
Par ailleurs, comme p est premier a` δ et u1, et
u(δE) = u2δ
2E2 + u1δE + u0
≡ δEu1 − δ(E − 1)u1 mod p
≡ δu1 mod p,
la valuation vp(u(δE)) est nulle. De cette contradiction, nous de´duisons que
la valuation vp(λ) est paire.
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3. Nous montrons la proposition.
Nous conside´rons le polynoˆme Ψu(T ) ∈ k(x)[T ] de´fini par
Ψu(T ) := resy
(
(−1)deg(u)u(y), y2 − T )
= (u0 + Tu2)
2 − Tu21.
Cette de´finition est motive´e par les deux e´galite´s
Ψu(δ
2D) = NK4/k(x)
(
(−1)deg(u) u
)
= λ2NK4/k(x)
(
(−1)deg(eu) u˜
)
et
Ψu(δ
2E2) = (−1)deg(u)u(δE).(−1)deg(u)u(−δE).
=
(
(−1)deg(u) λu˜ (δE)
)
.
(
(−1)deg(u) u˜ (−δE)
)
En effet, de ces e´galite´s nous de´duisons respectivement
ΞH,4 (< u˜, v˜ >) =
[
Ψu
(
δ2D
)]
et
ΞH,2 (< u˜, v˜ >) .ΞH,3(< u˜, v˜ >) =
[
Ψu
(
δ2E2
)]
.
Ainsi, d’apre`s la proposition 1.5.9, l’image ΞH,1 (< u˜, v˜ >) est e´gale a` la
classe
[
Ψu(δ
2E2)Ψu(δ
2D)
]
.
En appliquant la formule de Taylor au polynoˆme Ψu(T ) en δ
2E2, puis
en l’e´valuant en δ2D, nous montrons
Ψu
(
δ2D
)−Ψu (δ2E2) = Ψ′u (δ2E2) δ2 (D − E2)+ u22δ4 (D − E2)2 (4.16)
avec Ψ
′
u
(
δ2E2
)
= 2u2
(
u0 + δ
2E2u2
)−u21 l’e´valuation en δ2E2 de la de´rive´e
(au sens usuel) Ψ
′
u(T ) du polynoˆme Ψu(T ). L’e´quation 4.16 est l’argument
essentiel de la de´monstration de la proposition 4.4.3.4.
Nous avons montre´ que la valuation vp(λ) est paire. Par suite,
* les valuations vp(u(δE)) et vp(u˜(δE)) ont meˆme parite´ ;
* les valuations vp(u(−δE)) et vp(u˜(−δE)) ont meˆme parite´.
Nous montrons la proposition en diffe´renciant plusieurs cas suivant les va-
luations vp(u(δE)) et vp(u(−δE)).
Lorsque u˜ est de degre´ au plus 2 premier a` fH tel que les valua-
tions vp(u˜(−δE)) et vp(u˜(δE)) soient paires.
Alors les valuations vp(u(δE)) et vp(u(−δE)) sont paires.
Lorsque vp (u (δE)) = vp (u (−δE)) = 0.
Alors la valuation en p de Ψu
(
δ2E2
)
= u (δE)u (−δE) est nulle.
Puisque p|(D − E2), l’e´quation 4.16 induit la congruence
Ψu(δ
2D) ≡ Ψu(δ2E2) mod p.
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Or Ψu
(
δ2E2
)
est inversible modulo p, donc Ψu
(
δ2D
)
est aussi in-
versible modulo p et Ψu(δ
2D)Ψu(δ
2E2) ∼ 1 mod p. Pour conclure
il suffit de remarquer que ΞH,1(< u, v >) =
[
Ψu(δ
2E2)Ψu(δ
2D)
]
.
Lorsque vp (u (δE)u (−δE)) ≥ 1.
Alors la valuation en p de Ψu
(
δ2E2
)
= u (δE)u (−δE) est stric-
tement positive.
Puisque p|(D − E2), l’e´quation 4.16 induit la congruence
Ψu(δ
2D) ≡ Ψu(δ2E2) mod p.
En particulier, p divise Ψu(δ
2D).
Nous avons suppose´ que les valuations vp(δ) et vp(1 − 2E) sont
nulles. Comme (1−E)2−D ≡ 1− 2E mod (E2−D) et comme p
divise E2−D, la valuation vp((1−E)2−D) est nulle. D’apre`s la
proposition 4.4.2.1, il existe donc un polynoˆme α1 ∈ k[x] premier
a` p tel que
ΞH,1 (< u˜, v˜ >) = [α1] .
De plus, d’apre`s la proposition 1.5.9, nous avons
α1 ∼ Ψu
(
δ2E2
)
Ψu
(
δ2D
)
, car
ΞH,4 (< u˜, v˜ >) =
[
Ψu
(
δ2D
)]
et
ΞH,2 (< u˜, v˜ >) .ΞH,3(< u˜, v˜ >) =
[
Ψu
(
δ2E2
)]
.
La valuation vp(α1) e´tant nulle, les valuations vp
(
Ψu
(
δ2E2
))
et
vp
(
Ψu
(
δ2D
))
ont meˆme parite´.
Or la valuation en p de Ψu
(
δ2E2
)
= u (δE)u (−δE) est paire,
donc vp
(
Ψu
(
δ2D
))
est paire.
Finalement, les valuations vp
(
Ψu
(
δ2E2
))
et vp
(
Ψu
(
δ2D
))
sont
supe´rieures ou e´gales a` 2. D’apre`s l’e´quation 4.16, ce n’est possible
que dans le cas ou` p divise Ψ
′
u
(
δ2E2
)
, c’est-a`-dire quand
2u2
(
u0 + δ
2E2u2
)− u21 = Ψ′u (δ2E2) ≡ 0 mod p. (4.17)
Comme Ψu
(
δ2E2
)
= u(δE)u(−δE), nous sommes amene´s a` dis-
tinguer trois cas.
Lorsque p divise u(δE) mais pas u(−δE).
Puisque u(δE) ≡ 0 mod p, nous avons
u0 ≡ −δ2E2u2 − δEu1 mod p. (4.18)
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En reportant dans la congruence 4.17 nous obtenons :
(−2δEu2 − u1)u1 ≡ 0 mod p. (4.19)
Or 2δEu1 = u(δE) − u(−δE) et p divise u(δE) mais pas
u(−δE), donc p ne divise pas u1. Par suite la congruence
4.19 signifie que
u1 ≡ −2δEu2 mod p.
En particulier, p ne divise pas u2.
En reportant dans la congruence 4.18, nous montrons
u0 ≡ δ2E2u2 mod p.
En remplac¸ant u0 et u1 par leur valeurs en fonction de u2,
nous obtenons alors
λu(δ(E − 1)) = u2
(
u2δ
2(1− E)2 − u1δ(1− E) + u0
)
≡ u22δ2
(
(1− E)2 + 2(1− E)E + E2) mod p
≡ u22δ2 mod p.
Ainsi, comme u2 et δ sont premiers a` p, nous avons
λu(δ(E − 1)) ∼ 1 mod p,
ce qui permet de conclure puisque
ΞH,1(< u˜, v˜ >) =
[
(−1)deg(eu) u˜ (δ (E − 1))
]
= [λu (δ (E − 1))] .
Lorsque p divise u(−δE) mais pas u(δE).
Puisque u(δE) ≡ 0 mod p, nous avons
u0 ≡ −δ2E2u2 + δEu1 mod p. (4.20)
En reportant dans la congruence 4.17 nous obtenons :
(2δEu2 − u1)u1 ≡ 0 mod p. (4.21)
Or 2δEu1 = u(δE) − u(−δE) et p divise u(−δE) mais pas
u(δE), donc p ne divise pas u1. Par suite l’e´quation 4.21
signifie que
u1 ≡ 2δEu2 mod p.
En particulier, p ne divise pas u2.
En reportant dans la congruence 4.20, nous montrons
u0 ≡ δ2E2u2 mod p.
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En remplac¸ant u0 et u1 par leur valeurs en fonction de u2,
nous obtenons alors
λu(δ(E − 1)) = u2
(
u2δ
2(1− E)2 − u1δ(1− E) + u0
)
≡ u22δ2
(
(1− E)2 − 2(1− E)E + E2) mod p
≡ u22δ2(1− 2E)2 mod p.
Ainsi, comme u2, 1− 2E et δ sont premiers a` p, nous avons
λu(δ(E − 1)) ∼ 1 mod p,
ce qui permet de conclure puisque
ΞH,1(< u, v >) =
[
(−1)deg(eu)u˜ (δ (E − 1))
]
= [λu (δ (E − 1))] .
Lorsque p divise u(δE) et u(−δE).
Alors p divise
2δEu1 = u(δE)− u(−δE) et
2(δ2E2u2 + u0) = u(δE) + u(−δE)
et est premier a` δE, donc
u1 ≡ 0 mod p et u0 ≡ −δ2E2u2 mod p.
Or u0, u1 et u2 sont premiers entre eux dans leur ensemble,
donc p ne divise pas u2.
Nous avons aussi
u(δ(E − 1)) = u2δ2(E − 1)2 + u1δ(E − 1) + u0
≡ u2δ2
(
(E − 1)2 − E2
)
mod p
≡ u2δ2(1− 2E) mod p.
Ainsi, comme u2, δ et (1−2E) sont premiers a` p, nous avons
λu(δ(E − 1)) ∼ u22δ2(1− 2E) mod p ∼ 1− 2E mod p.
Pour conclure il suffit de remarquer
ΞH(< u˜, v˜ >) =
[
(−1)deg(eu) u˜(δ(E − 1))
]
= [λu(δ(E − 1))] .
Lorsque u˜ est de degre´ au plus 1 premier a` fH tel que la valua-
tion vp(u˜(δE)u˜(−δE)) soit impaire.
Alors la valuation vp(u(δE)u(−δE)) est impaire. Nous distinguons
deux sous cas suivant la parite´ de la valuation vp(u(−δE)).
Lorsque la valuation vp(u(δE)) est paire et la valuation
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vp(u(−δE)) impaire.
Nous avons alors
u0 − δEu1 = u(−δE) ≡ 0 mod p. (4.22)
Or u0 et u1 sont premiers entre eux, donc p ne divise pas u1.
En utilisant la congruence 4.22 nous montrons aussi
−λu (−δ(1− E)) = −u1 (−u1δ(1− E) + u0)
≡ u21δ(1− 2E) mod p.
Nous en de´duisons la relation
−λu (−δ(1− E)) ∼ δ(1− 2E) mod p
(puisque u1, δ et 1−2E sont inversibles modulo p). Pour conclure,
il suffit de remarquer
ΞH,1(< u, v >) =
[
(−1)deg(u)λu(−δ(1− E))]
= [−λu(−δ(1− E))] .
Lorsque la valuation vp(u(δE)) est impaire et la valuation
vp(u(−δE)) paire.
Nous avons alors
u0 + δEu1 = u(δE) ≡ 0 mod p. (4.23)
Or u0 et u1 sont premiers entre eux, donc p ne divise pas u1. En
utilisant la congruence 4.23, nous montrons aussi
−λu (−δ(1− E)) = −u1 (−u1δ(1− E) + u0)
≡ u21δ mod p.
Nous en de´duisons la relation
−λu (−δ(1− E)) ∼ δ mod p
(puisque u1 et δ sont inversibles modulo p). Pour conclure, il suffit
de remarquer
ΞH,1(< u, v >) =
[
(−1)deg(u)λu(−δ(1− E))]
= [−λu(−δ(1− E))] . 
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4.4.4 Application aux courbes C+δ .
Proposition 4.4.4.1 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ).
Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 et
*
(
ω2 − η2)2 − 2 (ω2 + η2)
sont non nuls.
A` tout δ ∈ k(x)× nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique C+δ d’e´quation
affine
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y − δ(1−C(x))2
)(
y + δ(1−C(x))2
)(
y2 − δ2((1+C(x))2−4B(x))4
)
.
Nous supposons de plus |ω| > 1 + |η| et qu’aucun des e´le´ments
*
(
(ω − 1)2 − η2
)n1 (
(ω + 1)2 − η2
)n2
avec (n1, n2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}
* 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 − 2ω) ((ω + 1)2 − η2)n (pour n ∈ {0, 1}) et
* 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 + 2ω) ((ω − 1)2 − η2)n (pour n ∈ {0, 1})
n’est un carre´ dans k.
Alors, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image de ΠC+ζ est engendre´e
par l’image des points de torsion 2-primaire de Jac(C+ζ )(k(x)).
De´monstration.
Nous allons utiliser lors de cette de´monstration les propositions 4.4.2.1,
4.4.2.2, 4.4.3.2 et 4.4.3.4 en posant E(x) := 1−C(x)2 et D =
(1+C(x))2−4B(x)
4 .
Avec ces notations, nous avons :
* 1− E = 1+C2 ,
* 1− 2E = C,
* E2 −D = B − C et
* (1− E)2 −D = B.
Nous commenc¸ons par montrer quatre relations de primalite´ relative.
a. Le reste de la division euclidienne de
(1− E)2 −D = B = (x+ b1)2 − η2
par 1− 2E = C = 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1 est e´gal a`
(ω2 − η2 − 1)2 − 4η2
4
=
(ω2 − η2 − 1− 2η)(ω2 − η2 − 1 + 2η)
4
.
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Ce reste est non nul par hypothe`se, donc les polynoˆmes 1 − 2E = C
et (1− E)2 −D = B sont premiers entre eux.
b. De meˆme le reste(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2
4
=
(ω2 − η2 − 2− 2η)(ω2 − η2 − 2 + 2η)
4
de la division euclidienne de (1 − E)2 −D = B = (x + b1)2 − η2 par
E = 1−C2 = −x − b1 + 1 − ω
2−η2
2 est non nul, donc les polynoˆmes
(1− E)2 −D = B et E = 1−C2 sont premiers entre eux.
c. Le reste de la division euclidienne de
4D = (1 + C)2 − 4B = 4(ω2 − η2)(x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
par 1− 2E = C = 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1 est e´gal a`
−2(ω2−η2)(ω2−η2−1)+(ω2−η2)2+4η2 = −(ω2−η2)2+2ω2+2η2.
Ce reste e´tant non nul, les polynoˆmes D et 1−2E sont premiers entre
eux.
d. Les e´le´ments 2(ω2−η2)(ω2−η2−2ω) et 2(ω2−η2)(ω2−η2+2ω) n’e´tant
pas des carre´s dans k, les deux e´le´ments ω2 − η2 − 2ω et ω2 − η2 + 2ω
sont non nuls. Par suite, le reste
−2(ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2) + (ω2 − η2)2 + 4η2 = 4ω2 − (ω2 − η2)2
de la division euclidienne de
4D = (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
par E = 1−C2 = −x− b1+1− ω
2−η2
2 est non nul. Les les polynoˆmes D
et E sont donc premiers entre eux.
Par ailleurs ω2 > η2 (car |ω| > 1 + |η|), donc le polynoˆme
4D = (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
est de degre´ 1. Par conse´quent, le polynoˆme D n’est pas un carre´ dans k(x).
Les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1 sont donc ve´rifie´es.
En particulier, les polynoˆmes (1−E)2−D, E, 1−2E, D et E2−D sont
non nuls. Or δ = ζ ∈ k× est non nul, donc le polynoˆme(
y + δ(1+C(x))2
)(
y − δ(1−C(x))2
)(
y + δ(1−C(x))2
)(
y2 − δ2((1+C(x))2−4B(x))4
)
est sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Soient β ∈ Jac(C+ζ )(k(x)) et α := ΠC+ζ (β). D’apre`s la proposition 4.4.2.1,
il existe
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* un diviseur sans facteur carre´ µ1,3 ∈ k[x] de 1− 2E = C,
* un diviseur sans facteur carre´ µ1,4 ∈ k[x] de (1− E)2 −D = B,
* un diviseur sans facteur carre´ µ2,3 ∈ k[x] de
2E(E2 −D) = (1− C)(B − C), et
* un diviseur sans facteur carre´ µ3,4 ∈ k[x] de E2 −D = B − C
tels que ΞC+ζ (β) = ([µ1,3µ1,4], [µ2,3], [µ1,3µ2,3µ3,4], [µ1,4µ3,4]). Les polynoˆmes
µi,j permettent aussi d’exprimer l’image ΠC+ζ (β) : nous avons
α = ΠC+ζ (β) = ([µ1,3µ1,4] , [µ1,3µ3,4] , [µ1,4µ3,4]) .
Le polynoˆme C est irre´ductible. De plus, le polynoˆme B se factorise sous
la forme
B = (x+ b1 + η) (x+ b1 − η)
et le polynoˆme B − C se factorise sous la forme
B − C = (x+ b1 − 1 + ω) (x+ b1 − 1− ω) .
Ainsi, quitte a` ajouter l’image par ΞC+ζ d’un point de 2-torsion (ces images
sont donne´es par la proposition 4.4.1.3), nous pouvons supposer l’existence
de trois e´le´ments ǫ1,3, ǫ1,4, ǫ3,4 ∈ k× et deux entiers n2, n3 ∈ N tels que :
* µ1,3 = ǫ1,3,
* µ1,4 = ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n2 et
* µ3,4 = ǫ3,4 (x+ b1 − 1 + ω)n3 .
Nous utilisons maintenant la proposition 4.4.3.4. Ses hypothe`ses sont bien
ve´rifie´es :
* les polynoˆmes (1− E)2 − D et 1 − 2E sont premiers entre eux et
E2−D ≡
(
(1− E)2 −D
)
mod (1− 2E), donc les polynoˆmes E2−D
et 1− 2E sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes E etD sont premiers entre eux et E2−D ≡ −D mod E,
donc les polynoˆmes E2 −D et E sont premiers entre eux ;
* le polynoˆme E2 −D = B − C = (x + b1 − 1)2 − ω2 est sans facteur
carre´ car ω 6= 0 (en fait |ω| > 1 + |η|) ;
* les polynoˆmes δ et E2−D sont premiers entre eux (en fait δ = ζ ∈ k×
est une constante non nulle).
Le polynoˆme E2 −D se factorise sous la forme
E2 −D = B − C = (x+ b1 − 1− ω)(x+ b1 − 1 + ω).
D’apre`s la proposition 4.4.3.4, il existe deux entiers n4, n6 ∈ {0, 1} tels que
ǫ1,3ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n2 ∼ ζn3(1− 2E)n4 mod (x+ b1 − 1 + ω) et
ǫ1,3ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n2 ∼ (1− 2E)n6 mod (x+ b1 − 1− ω) . (4.24)
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Nous utilisons alors les congruences
x+ b1 + η ≡ (1− ω + η) mod (x+ b1 − 1 + ω)
x+ b1 + η ≡ (1 + ω + η) mod (x+ b1 − 1− ω)
1− 2E = C = 2 (x+ b1) + ω2 − η2 − 1
≡ (ω2 − η2 + 1− 2ω) mod (x+ b1 − 1 + ω)
≡
(
(ω − 1)2 − η2
)
mod (x+ b1 − 1 + ω)
1− 2E = C ≡
(
(ω + 1)2 − η2
)
mod (x+ b1 − 1− ω)
pour traduire les e´quivalences 4.24 sous la forme
ǫ1,3ǫ1,4 (1− ω + η)n2 ∼ ζn3
(
(ω − 1)2 − η2
)n4
et
ǫ1,3ǫ1,4 (1 + ω + η)
n2 ∼
(
(ω + 1)2 − η2
)n6
.
(4.25)
En multipliant ces deux e´quivalences, nous montrons finalement que(
(η + 1)2 − ω2
)n2 ∼ ζn3 ((ω − 1)2 − η2)n4 ((ω + 1)2 − η2)n6 . (4.26)
Les e´le´ments ζ, (ω − 1)2 − η2 et (ω + 1)2 − η2 sont strictement positifs, et
(η + 1)2 − ω2 est strictement ne´gatif. Or deux e´le´ments de k× e´quivalents
sous ∼ sont de meˆme signe, donc l’e´quivalence 4.26 impose la parite´ de n2.
Par suite, les e´quivalences 4.25 imposent la positivite´ stricte de ǫ1,3ǫ1,4.
Les hypothe`ses de la proposition 4.4.3.2 sont ve´rifie´es :
* le polynoˆme E = 1−C2 est sans facteur carre´ (il est de degre´ 1) ;
* les polynoˆmes E et D sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes E et (1− E)2 −D sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes δ = ζ et E sont premiers entre eux (en fait δ = ζ ∈ k×
est une constante non nulle).
Nous utilisons la proposition 4.4.3.2 en remarquant la congruence
−δD ≡ ζ(E2 −D) mod E : nous avons
µ1,3µ3,4 ∼ 1 mod E ou µ1,3µ3,4 ∼ ζ(E2 −D) mod E.
Nous distinguons deux cas.
Lorsque µ3,4 = ǫ3,4 ∈ k×. Dans ce cas n3 = 0 et l’e´quivalence 4.26 s’e´crit
1 ∼
(
(ω − 1)2 − η2
)n4 (
(ω + 1)2 − η2
)n6
.
Par hypothe`se, cette e´quivalence impose n4 = n6 = 0. En particulier,
les e´quivalences 4.25 signifient que ǫ1,3ǫ1,4 ∼ 1.
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Nous appliquons alors la proposition 4.4.2.2 : comme D est de degre´ 1
et comme les polynoˆmes µ1,4 et µ3,4 sont des constantes (car
n2 = n3 = 0), nous avons
µ1,4µ3,4 = ǫ1,4ǫ3,4 ∼ 1.
Finalement, nous avons
µ1,4µ3,4 ∼ 1 et µ1,3µ3,4 ∼ 1,
c’est-a`-dire α = ([1], [1], [1]).
Lorsque µ3,4 = ǫ3,4 (x+ b1 − 1 + ω). Le polynoˆme µ1,4 est une constante et
D est de degre´ 1 et de coefficient dominant 4
(
ω2 − η2). Ainsi, d’apre`s
la proposition 4.4.2.2, nous avons
µ1,4µ3,4 ∼ −(ω2 − η2)(x+ b1 − 1 + ω).
Le reste de la division euclidienne du polynoˆme x + b1 − 1 + ω par
−2E = C − 1 = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2 est
−ω
2 − η2
2
+ ω,
et le reste de la division euclidienne de
E2 −D = B − C = (x+ b1 − 1)2 − ω2
par −2E = C − 1 = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2 est
(ω2 − η2)2 − 4ω2
4
.
Les deux e´quivalences
µ1,3µ3,4 ∼ 1 mod E ou µ1,3µ3,4 ∼ ζ(E2 −D) mod E
se reformulent donc respectivement sous la forme
ǫ1,3ǫ3,4 ∼ −2
(
ω2 − η2 − 2ω) ou
ǫ1,3ǫ3,4 ∼ −2ζ
(
ω2 − η2 + 2ω) .
Nous avons de plus l’e´quivalence ǫ1,4ǫ3,4 ∼ −(ω2 − η2). Ainsi, en utili-
sant les e´quivalences 4.25 et l’e´quivalence
(ǫ1,3ǫ1,4) (ǫ1,3ǫ3,4) (ǫ1,4ǫ3,4) ∼ 1,
nous obtenons
2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 − 2ω) ((ω + 1)2 − η2)n6 ∼ 1 ou
2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 + 2ω) ((ω − 1)2 − η2)n4 ∼ 1.
Aucune de ces e´quivalences n’est possible par hypothe`se : le cas
µ3,4 = ǫ3,4 (x+ b1 − 1 + ω) est impossible.
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Proposition 4.4.4.2 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ).
Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 et
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2
sont non nuls.
A` tout δ ∈ k(x)×, nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique C+δ
d’e´quation affine :
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y2 − δ2(1−C(x))24
)(
y2 − δ2((1+C(x))2−4B(x))4
)
.
Nous supposons que ω > |η| + 1, ω2 − η2 > 2ω, b1 > 1 + ω2−η22 , et
qu’aucun des e´le´ments
*
(
(b1 − 1)2 − ω2
)n1 ((ω − 1)2 − η2)n2 ((ω + 1)2 − η2)n3 (avec (n1, n2, n3)
un triplet non nul d’e´le´ments de {0, 1}),
* 2
(
ω2 − η2) (2b1 − 2 + ω2 − η2),
* 2n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)1−n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N), et
* 21−n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N)
n’est un carre´ dans k.
Alors, pour tout ζ ∈ k× strictement positif, l’image de ΠC+ζx est engendre´e
par l’image des points de torsion 2-primaire de Jac(C+ζx)(k(x)).
De´monstration.
Soit ζ ∈ k× strictement positif. Nous allons utiliser lors de cette de´monstration
les propositions 4.4.2.1, 4.4.2.2, 4.4.3.2 et 4.4.3.4 en posant δ := ζx,
E(x) := 1−C(x)2 et D =
(1+C(x))2−4B(x)
4 . Avec ces notations, nous avons :
* 1− E = 1+C2 ,
* 1− 2E = C,
* E2 −D = B − C et
* (1− E)2 −D = B.
Nous commenc¸ons par montrer quatre relations de primalite´ relative.
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a. Le reste de la division euclidienne de
(1− E)2 −D = B = (x+ b1)2 − η2
par 1− 2E = C = 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1 est e´gal a`
(ω2 − η2 − 1)2 − 4η2
4
=
(ω2 − η2 − 1− 2η)(ω2 − η2 − 1 + 2η)
4
.
Ce reste est non nul par hypothe`se, donc les polynoˆmes 1 − 2E = C
et (1− E)2 −D = B sont premiers entre eux.
b. De meˆme le reste(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2
4
=
(ω2 − η2 − 2− 2η)(ω2 − η2 − 2 + 2η)
4
de la division euclidienne de (1 − E)2 −D = B = (x + b1)2 − η2 par
E = 1−C2 = −x − b1 + 1 − ω
2−η2
2 est non nul, donc les polynoˆmes
(1− E)2 −D = B et E = 1−C2 sont premiers entre eux.
c. Le reste de la division euclidienne de
4D = (1 + C)2 − 4B = 4(ω2 − η2)(x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
par 1− 2E = C = 2(x+ b1) + ω2 − η2 − 1 est e´gal a`
−2(ω2−η2)(ω2−η2−1)+(ω2−η2)2+4η2 = − (ω2 − η2)2+2ω2+2η2.
Ce reste est non nul : de l’ine´galite´ ω2 − η2 > 2|ω| nous de´duisons(
ω2 − η2)2 − 2ω2 − 2η2 > 4ω2 − 2ω2 − 2η2 = 2 (ω2 − η2) > 0.
Les polynoˆmes D et 1− 2E sont donc premiers entre eux.
d. Enfin, le reste
−2(ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2) + (ω2 − η2)2 + 4η2 = 4ω2 − (ω2 − η2)2
de la division euclidienne de
4D = (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
par E = 1−C2 = −x−b1+1− ω
2−η2
2 est non nul (il est meˆme strictement
ne´gatif : nous avons suppose´ ω2 − η2 > 2|ω|). Les polynoˆmes D et E
sont donc premiers entre eux.
Par ailleurs ω2 > η2 (en fait ω2 − η2 > 2|ω|), donc le polynoˆme
4D = (1 + C)2 − 4B
= 4
(
ω2 − η2) (x+ b1) + (ω2 − η2)2 + 4η2
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est de degre´ 1. Par conse´quent, le polynoˆme D n’est pas un carre´ dans k(x).
Les hypothe`ses de la proposition 4.4.2.1 sont donc ve´rifie´es.
En particulier, les polynoˆmes (1−E)2−D, E, 1−2E, D et E2−D sont
non nuls. Or δ = ζx est non nul (car ζ est non nul), donc le polynoˆme(
y + δ(1+C(x))2
)(
y − δ(1−C(x))2
)(
y + δ(1−C(x))2
)(
y2 − δ2((1+C(x))2−4B(x))4
)
est sans facteur carre´ (voir la proposition 4.4.1.2).
Soient β ∈ Jac(C+ζx)(k(x)) et α := ΠC+ζx(β). D’apre`s la proposition 4.4.2.1,
il existe
* un diviseur sans facteur carre´ µ1,3 ∈ k[x] de δ(1− 2E) = ζxC,
* un diviseur sans facteur carre´ µ1,4 ∈ k[x] de δ
(
(1− E)2 −D) = ζxB,
* un diviseur sans facteur carre´ µ2,3 ∈ k[x] de
2δE(E2 −D) = ζx(1− C)(B − C), et
* un diviseur sans facteur carre´ µ3,4 ∈ k[x] de δ
(
E2 −D) = ζx(B−C)
tels que ΞC+ζx(β) = ([µ1,3µ1,4], [µ2,3], [µ1,3µ2,3µ3,4], [µ1,4µ3,4]). Les polynoˆmes
µi,j permettent aussi d’exprimer l’image ΠC+ζx(β) : nous avons
α = ΠC+ζx(β) = ([µ1,3µ1,4] , [µ1,3µ3,4] , [µ1,4µ3,4]) .
Puisque ΞC+ζx(β) = ([(xµ1,3)(xµ1,4)], [µ2,3], [(xµ1,3)µ2,3(xµ3,4)], [(xµ1,4)(xµ3,4)]),
nous pouvons supposer, quitte a` remplacer µ1,3, µ1,4 et µ3,4 respectivement
par les versions sans facteur carre´ de xµ1,3, xµ1,4 et xµ3,4, que la valuation
en x de µ1,4 est nulle.
Le polynoˆme B = (1− E)2 −D se factorise sous la forme
B = (x+ b1 + η) (x+ b1 − η)
et le polynoˆme C = 1−2E est de degre´ 1. Quitte a` ajouter l’image par ΞC+ζx
d’un point de 2-torsion (voir la proposition 4.4.1.3), nous pouvons donc
supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, l’existence de deux e´le´ments ǫ1,3 ∈ k× et
ǫ1,4 ∈ k× et un entier n1 ∈ N tels que :
* µ1,3 = ǫ1,3, et
* µ1,4 = ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n1
Nous utilisons maintenant la proposition 4.4.3.4. Ses hypothe`ses sont bien
ve´rifie´es :
* les polynoˆmes (1− E)2 − D et 1 − 2E sont premiers entre eux et
E2−D ≡
(
(1− E)2 −D
)
mod (1− 2E), donc les polynoˆmes E2−D
et 1− 2E sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes E etD sont premiers entre eux et E2−D ≡ −D mod E,
donc les polynoˆmes E2 −D et E sont premiers entre eux ;
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* le polynoˆme E2 −D = B − C = (x + b1 − 1)2 − ω2 est sans facteur
carre´ car ω 6= 0 (en fait ω > 1 + |η|) ;
* les polynoˆmes δ = ζx et E2 −D sont premiers entre eux car
E(0)2 −D(0) = B(0)− C(0) = (b1 − 1)2 − ω2 > 0
(nous avons b1 − 1 > ω2−η22 et ω2 − η2 > 2|ω|).
Nous notons respectivement n2 et n4 les valuations en x + b1 − 1 + ω et
x+b1−1−ω du polynoˆme µ3,4. D’apre`s la proposition 4.4.3.4, il existe deux
entiers n3, n5 ∈ {0, 1} tels que
ǫ1,3ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n1 ∼ δn2(1− 2E)n3 mod (x+ b1 − 1 + ω) et
ǫ1,3ǫ1,4 (x+ b1 + η)
n1 ∼ δn4(1− 2E)n5 mod (x+ b1 − 1− ω) . (4.27)
Nous utilisons alors les congruences
x+ b1 + η ≡ (1− ω + η) mod (x+ b1 − 1 + ω)
x+ b1 + η ≡ (1 + ω + η) mod (x+ b1 − 1− ω)
1− 2E = C = 2 (x+ b1) + ω2 − η2 − 1
≡ (ω2 − η2 + 1− 2ω) mod (x+ b1 − 1 + ω)
≡
(
(ω − 1)2 − η2
)
mod (x+ b1 − 1 + ω)
1− 2E = C ≡
(
(ω + 1)2 − η2
)
mod (x+ b1 − 1− ω)
x ≡ (1− ω − b1) mod (x+ b1 − 1 + ω)
x ≡ (1 + ω − b1) mod (x+ b1 − 1− ω)
pour traduire les e´quivalences 4.27 sous la forme
ǫ1,3ǫ1,4 (1− ω + η)n1 ∼ ζn2 (1− ω − b1)n2
(
(ω − 1)2 − η2
)n3
et
ǫ1,3ǫ1,4 (1 + ω + η)
n1 ∼ ζn4 (1 + ω − b1)n4
(
(ω + 1)2 − η2
)n5
.
(4.28)
En multipliant ces deux e´quivalences, nous montrons finalement que(
(η + 1)2 − ω2
)n1 ∼ ζn2+n4 (1− ω − b1)n2 (1 + ω − b1)n4
×
(
(ω − 1)2 − η2
)n3 (
(ω + 1)2 − η2
)n5
.
(4.29)
Par ailleurs, les e´le´ments
* ζ, (ω − 1)2 − η2 et (ω + 1)2 − η2 sont strictement positifs ;
* (η + 1)2 − ω2, 1 − ω − b1 = −ω2−η2+2ω2 −
(
b1 − 1− ω2−η22
)
et
1+ω− b1 = −ω2−η2−2ω2 −
(
b1 − 1− ω2−η22
)
sont strictement ne´gatifs.
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Or deux e´le´ments de k× e´quivalents sous ∼ sont de meˆme signe, donc l’e´qui-
valence 4.29 n’est possible que dans le cas ou` l’entier n1 + n2 + n4 est pair.
Dans ce qui suit nous utilisons la proposition 4.4.3.2. Les hypothe`ses de
cette proposition sont ve´rifie´es :
* le polynoˆme E = 1−C2 est sans facteur carre´ (il est de degre´ 1) ;
* les polynoˆmes E et D sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes E et (1− E)2 −D sont premiers entre eux ;
* les polynoˆmes δ = ζx et E sont premiers entre eux (car
E(0) = 1−C(0)2 = 1− b1 − ω
2−η2
2 < 0).
Lorsque µ1,4 = ǫ1,4 ∈ k×. Alors n1 est nul et donc n2 et n4 sont de meˆme
parite´. L’e´quivalence 4.29 s’e´crit alors
1 ∼ ((b1 − 1)2 − ω2)n2 ((ω − 1)2 − η2)n3 ((ω + 1)2 − η2)n5 .
Par hypothe`se, cette e´quivalence impose n2 = n3 = n5 = 0. L’e´quiva-
lence 4.28 s’e´crit donc ǫ1,3ǫ1,4 ∼ 1. De plus, comme n2 = n4 = 0, il
existe une constante non nulle ǫ3,4 ∈ k× telle que µ3,4 = ǫ3,4xvx(µ3,4)
(car µ3,4 est sans facteur carre´).
Nous distinguons deux sous-cas.
Lorsque vx(µ3,4) = 0. Alors, les polynoˆmes µ1,4 et µ3,4 sont des e´le´-
ments de k×. De plus, le polynoˆmeD est de degre´ 1. Ainsi, d’apre`s
la proposition 4.4.2.2, nous avons µ1,4µ3,4 ∼ 1.
Or les e´quivalences 4.28 signifient que µ1,3µ1,4 ∼ 1, donc l’e´le´ment
α = ([µ1,3µ1,4], [µ1,3µ3,4], [µ1,4µ3,4]) = ([1], [1], [1]) est la classe
triviale.
Lorsque vx(µ3,4) = 1. Alors, le polynoˆme µ1,4µ3,4 est le produit de x
par un e´le´ment de k×. Ainsi, d’apre`s la proposition 4.4.2.2, nous
avons µ1,4µ3,4 ∼ −(ω2 − η2)x.
Nous faisons maintenant appel a` la proposition 4.4.3.2 : nous
avons
µ1,3µ3,4 ∼ 1 mod E ou µ1,3µ3,4 ∼ ζx(E2 −D) mod E,
c’est-a`-dire (puisque µ1,3µ1,4 ∼ 1 et µ1,4µ3,4 ∼ −(ω2 − η2)x)
−(ω2 − η2)x ∼ 1 mod E ou − (ω2 − η2)(E2 −D) ∼ ζ mod E.
Le reste de la division euclidienne de
E2 −D = B − C = (x+ b1 − 1)2 − ω2
168
par −2E = C − 1 = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2 est
(ω2 − η2)2 − 4ω2
4
=
(ω2 − η2 − 2ω)(ω2 − η2 + 2ω)
4
.
Ce reste est strictement positif. Deux e´le´ments de k× e´quivalents
sous ∼ sont de meˆme signe. Or −(ω2 − η2) < 0 et ζ > 0, donc
l’e´quivalence
−(ω2 − η2)(E2 −D) ∼ ζ mod E
n’est pas possible.
Le reste de la division euclidienne de x par
−2E = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2
est −
(
b1 − 1 + ω2−η22
)
. L’e´quivalence −(ω2−η2)x ∼ 1 mod E se
re´e´crit donc
2
(
ω2 − η2) (2b1 − 2 + ω2 − η2) ∼ 1.
Cette e´quivalence est en contradiction avec les hypothe`ses, donc
vx(µ3,4) = 0.
Lorsque µ1,4 = ǫ1,4 (x+ b1 + η). Alors les entiers n2 et n4 sont de parite´s
diffe´rentes. Nous allons distinguer deux cas suivant les parite´s de n2
et n4.
Lorsque n2 est impair. Alors n4 est pair. Ainsi, le polynoˆme µ3,4
e´tant sans facteur carre´, il existe une constante non nulle ǫ3,4 ∈ k×
et un entier n6 ∈ {0, 1} tels que µ3,4 = ǫ3,4xn6(x+ b1 − 1 + ω).
Nous faisons maintenant appel a` la proposition 4.4.3.2 : nous
avons
µ1,3µ3,4 ∼ 1 mod E ou µ1,3µ3,4 ∼ ζx
(
E2 −D) mod E,
Nous reformulons ces deux e´quivalences en utilisant les e´galite´s
µ1,3µ3,4 = ǫ1,3ǫ3,4x
n6(x+ b1 − 1 + ω), et
E2 −D = B − C = (x+ b1 − 1 + ω) (x+ b1 − 1− ω) .
Nous obtenons
ǫ1,3ǫ3,4x
n6(x+ b1 − 1 + ω) ∼ 1 mod E ou
ǫ1,3ǫ3,4x
1−n6(x+ b1 − 1− ω) ∼ ζ mod E. (4.30)
Nous utilisons la proposition 4.4.2.2 : le coefficient dominant du
polynoˆme µ1,4µ3,4 = ǫ1,4ǫ3,4x
n6(x+ b1+ η)(x+ b1− 1+ω) ve´rifie
l’e´quivalence
ǫ1,4ǫ3,4 ∼
(−(ω2 − η2))n6 .
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Ce coefficient dominant est du signe de (−1)n6 . Or ǫ1,3ǫ1,4 est
strictement positif (nous nous en apercevons en utilisant les e´qui-
valences 4.28, la parite´ de n4 et la positivite´ stricte des e´le´ments
ζ, 1 + ω + η et (ω + 1)2 − η2), donc le coefficient ǫ1,3ǫ3,4 est du
signe de (−1)n6 .
Par ailleurs, le reste −
(
b1 − 1 + ω2−η22
)
de la division euclidienne
de x par
−2E = C − 1 = 2 (x+ b1 − 1) + ω2 − η2,
le reste −ω2−η2−2ω2 de la division euclidienne de x + b1 − 1 + ω
par −2E = C−1 et le reste −ω2−η2+2ω2 de la division euclidienne
de x+ b1 − 1− ω par −2E = C − 1 sont strictement ne´gatifs.
Ainsi, deux e´le´ments de k× e´quivalents sous ∼ e´tant de meˆme
signe, la seule e´quivalence possible parmi les e´quivalences 4.30
est
ǫ1,3ǫ3,4x
1−n6(x+ b1 − 1− ω) ∼ ζ mod E,
c’est-a`-dire
(−2)n6ǫ1,3ǫ3,4
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)1−n6 (ω2 − η2 + 2ω) ∼ ζ.
Pour conclure nous utilisons les deux e´quivalences
ǫ1,4ǫ3,4 ∼
(−(ω2 − η2))n6 et
ǫ1,3ǫ1,4 ∼ ζ (b1 − 1 + ω) (ω − 1− η)1−n3 (ω − 1 + η)n3
(la seconde e´quivalence est une des deux e´quivalences 4.28). Nous
montrons ainsi
1 ∼ 2n6 (ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) (ω2 − η2)n6 ×(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)1−n6 (ω − 1− η)1−n3 (ω − 1 + η)n3 ,
ce qui contredit les hypothe`ses.
Lorsque n2 est pair. Alors n4 est impair. Ainsi, le polynoˆme µ3,4
e´tant sans facteur carre´, il existe une constante non nulle ǫ3,4 ∈ k×
et un entier n6 ∈ {0, 1} tels que µ3,4 = ǫ3,4xn6(x+ b1 − 1− ω).
Nous faisons maintenant appel a` la proposition 4.4.3.2 : nous
avons
µ1,3µ3,4 ∼ 1 mod E ou µ1,3µ3,4 ∼ ζx
(
E2 −D) mod E,
Nous reformulons ces deux e´quivalences en utilisant les e´galite´s
µ1,3µ3,4 = ǫ1,3ǫ3,4x
n6(x+ b1 − 1− ω), et
E2 −D = B − C = (x+ b1 − 1 + ω) (x+ b1 − 1− ω) .
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Nous obtenons
ǫ1,3ǫ3,4x
n6(x+ b1 − 1− ω) ∼ 1 mod E ou
ǫ1,3ǫ3,4x
1−n6(x+ b1 − 1 + ω) ∼ ζ mod E. (4.31)
Nous utilisons la proposition 4.4.2.2 : le coefficient dominant du
polynoˆme µ1,4µ3,4 = ǫ1,4ǫ3,4x
n6(x+ b1+ η)(x+ b1− 1−ω) ve´rifie
l’e´quivalence
ǫ1,4ǫ3,4 ∼
(−(ω2 − η2))n6 .
Ce coefficient dominant est du signe de (−1)n6 . Or ǫ1,3ǫ1,4 est
strictement ne´gatif (nous nous en apercevons en utilisant les e´qui-
valences 4.28, la parite´ de n2 et la stricte positivite´ de ω−1−η et
(ω−1)2−η2), donc le coefficient ǫ1,3ǫ3,4 est du signe de (−1)1−n6 .
Par ailleurs, le reste −
(
b1 − 1 + ω2−η22
)
de la division euclidienne
de x par
−2E = C − 1 = 2 (x+ b1 − 1) + ω2 − η2
le reste −ω2−η2−2ω2 de la division euclidienne de x+b1−1+ω par
−2E = C − 1 et le reste −ω2−η2+2ω2 de la division euclidienne de
x+ b1 − 1− ω par −2E = C − 1 sont strictement ne´gatifs. Ainsi,
deux e´le´ments de k× e´quivalents sous ∼ e´tant de meˆme signe, la
seule e´quivalence possible parmi les e´quivalences 4.31 est
ǫ1,3ǫ3,4x
n6(x+ b1 − 1− ω) ∼ 1 mod E,
c’est-a`-dire
(−2)1−n6ǫ1,3ǫ3,4
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)n6 (ω2 − η2 + 2ω) ∼ 1.
Pour conclure nous utilisons les deux e´quivalences
ǫ1,4ǫ3,4 ∼
(−(ω2 − η2))n6 et
ǫ1,3ǫ1,4 ∼ − (ω − 1− η)1−n3 (ω − 1 + η)n3
(la seconde e´quivalence est une des deux e´quivalences 4.28). Nous
montrons ainsi
1 ∼ 21−n6 (ω2 − η2 + 2ω) (ω2 − η2)n6 (2b1 − 2 + ω2 − η2)n6
× (ω − 1− η)1−n3 (ω − 1 + η)n3 ,
ce qui contredit les hypothe`ses.
Finalement, les deux cas pre´ce´dents e´tant impossibles, l’entier n1 doit
eˆtre paire. 
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4.5 Etude de l’image de ΠĈ+δ .
Soit k un sous-corps de R. Soient B, C, δ ∈ k[x] trois polynoˆmes. Nous
conside´rons la courbe hyperelliptique H d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Notations 4.5.1 Nous notons
* L1(y) := y + δ(1 + C),
* L2(y) := y
2 − 4δ2B et
* L3(y) := y
2 − 4δ2C.
Nous supposons que le polynoˆme L1(y)L2(y)L3(y) est sans facteur carre´, et
que les polynoˆmes B et C ne sont pas des carre´s dans k(x).
Pour tout i ∈ {1, 2, 3} nous posons Ki := k(x)[y]/(Li(y)) et nous notons
yi la classe de y dans Ki.
Soit πH : Jac(H)(k(x)) −→
3∏
i=1
K×i /K
×2
i le morphisme de Cassels-
Schaefer et πH,i : Jac(H)(k(x)) −→ K×i /K×2i sa i-e`me composante.
La norme NKi/k(x) de l’extension Ki/k(x) induit un homomorphisme
NKi/k(x) : K
×
i /K
×2
i −→ k(x)×/k(x)×2. Nous posons ΞH,i := NKi/k(x) ◦ πH,i
et nous notons ΞH : Jac(H)(k(x)) −→
3∏
i=1
k(x)×/k(x)×2 l’homomorphisme
de i-e`me coordonne´e ΞH,i.
Proposition 4.5.2 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Alors le polynoˆme (y+ δ(1+C))(y2− 4δ2B)(y2− 4δ2C) est sans facteur
carre´.
De´monstration.
Les polynoˆmes B et C sont non nuls. Or δ 6= 0, donc les polynoˆmes
y2 − 4δ2B et y2 − 4δ2C sont sans facteur carre´.
Le polynoˆme (1 + C)2 − 4B est non nul. Les polynoˆmes y2 − 4δ2B et
y + δ(1 + C) sont donc premiers entre eux.
De meˆme, le polynoˆme (1 + C)2 − 4C = (1 − C)2 e´tant non nul, les
polynoˆmes y2 − 4δ2C et y + δ(1 + C) sont premiers entre eux.
Le polynoˆme B − C est non nul. Nous en de´duisons que les polynoˆmes
y2 − 4δ2B et y2 − 4δ2C sont premiers entre eux. Ainsi le polynoˆme
(y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C)
est sans facteur carre´. 
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Proposition 4.5.3 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1. Nous supposons que
* B et C sont premiers entre eux, et
* B, C, B − C et (1 + C)2 − 4B ne sont pas des carre´s dans k(x).
Alors l’image par ΞH de la torsion de Jac(H)(k(x)) est l’image par
ΞH de la 2-torsion de Jac(H)(k(x)). Elle est donc engendre´e par la classe(
[(1 + C)2 − 4B], [(1 + C)2 − 4B], [1]) .
De´monstration.
Les polynoˆmes B, C, B−C et (1+C)2−4B ne sont pas des carre´s dans
k(x). Par conse´quent, ces quatre polynoˆmes sont non nuls. Puisque C nest
pas un carre´ dans k(x), le polynoˆme 1−C est non nul. Ainsi, nous sommes
sous les hypothe`ses de la proposition 4.5.2.
Nous avons suppose´ que B et C ne sont pas des carre´s dans k(x) et que
δ est non nul. Les polynoˆmes y2−4δ2B et y2−4δ2C sont donc irre´ductibles.
Ainsi, d’apre`s la proposition 1.4.12, la 2-torsion de Jac(H)(k(x)) est en-
gendre´e par les points
< y + δ(1 + C), 0 > et < y2 − 4δ2B, 0 > .
Puisque y + δ(1 − C) est premier aux polynoˆmes L2(y) = y2 − 4δ2B et
L3(y) = y
2 − 4δ2B, nous avons :
* ΞH,2(< y+δ(1+C), 0 >) =
[
δ2
(
(1 + C)2 − 4B)] = [(1 + C)2 − 4B] ,
* et ΞH,3(< y + δ(1 + C), 0 >) =
[
δ2(1− C)2] = [1].
Les composantes de ΞH sont toutes a` valeurs dans k(x)×/k(x)×2. D’apre`s
la proposition 1.5.9, leur produit est l’e´le´ment trivial de k(x)×/k(x)×2. En
particulier, l’image ΞH(< y + δ(1 + C), 0 >) est e´gale a` la classe
([(1 + C)2 − 4B], [(1 + C)2 − 4B], [1]).
De meˆme, nous montrons que
ΞH(< y2 − 4δ2B, 0 >) = ([(1 + C)2 − 4B], [(1 + C)2 − 4B], [1]).
Nous avons suppose´ que (1+C)2− 4B n’est pas un carre´ dans k(x). Les
images de < y+ δ(1 +C), 0 > et < y2− 4δ2B, 0 > par ΞH ne sont donc pas
triviales. Or L’image d’un double de Jac(H)(k(x)) par ΞH est triviale. Les
points < y + δ(1 + C), 0 > et < y2 − 4δ2B, 0 > n’appartiennent donc pas a`
2Jac(H)(k(x)).
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Les polynoˆmes B et B − C sont premiers entre eux et B − C n’est pas
un carre´ dans k(x). En utilisant la de´composition en facteurs premiers dans
k(x), nous en de´duisons que B−C et B(B−C) ne sont pas des carre´s dans
k(x). Ainsi, d’apre`s la proposition 2.3.2.1, B − C n’est pas un carre´ dans
K2. Cela signifie que l’image par πH,2 du point < y2 − 4δ2C, 0 > n’est pas
triviale. Par conse´quent, le point
< y2 − 4δ2C, 0 >=< y + δ(1 + C), 0 > + < y2 − 4δ2B, 0 >
n’est pas un double dans Jac(H)(k(x)).
Finalement la 4-torsion de Jac(H)(k(x)) est e´gale a` sa 2-torsion. Nous
en de´duisons que la torsion 2-primaire de Jac(H)(k(x)) est aussi e´gale a` sa
2-torsion.
Comme l’image d’un double par ΞH est triviale, nous avons, pour tout
entier m ∈ N impair, l’e´galite´ ΞH(T ) = ΞH(mT ). En particulier, pour tout
m ∈ N impair, tout n ∈ N et tout point de 2nm-torsion T , l’image ΞH(T )
est l’image du point de 2n-torsion mT par ΞH. Ainsi, l’image de la torsion
de Jac(H)(k(x)) par ΞH est l’image de la torsion 2-primaire, c’est-a`-dire
l’image de la 2-torsion. 
Proposition 4.5.4 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1. Nous supposons que
* B et C ne sont pas des carre´s dans k(x),
* B et C sont premiers entre eux,
* B et C − 1 sont premiers entre eux,
* (1 + C)2 − 4B et C sont premiers entre eux, et
* B − 1 et 1− C sont premiers entre eux.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([µ1,2µ1,3], [µ1,2µ2,3], [µ1,3µ2,3]) avec
* µ1,2 ∈ k[x] un diviseur de δ((1 + C)2 − 4B),
* µ1,3 ∈ k[x] un diviseur de δ(1− C) et
* µ2,3 ∈ k[x] un diviseur de δ(B − C).
De´monstration.
Nous utilisons la proposition 4.1.3. Cela, nous ame`ne a` conside´rer les six
polynoˆmes suivants :
* ∆1,1 = NK1/k(x)(1) = 1,
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* ∆1,2 = NK1/k(x)
(
y2 − 4δ2B) = δ2 ((1 + C)2 − 4B),
* ∆1,3 = NK1/k(x)
(
y2 − 4δ2C) = δ2(1− C)2,
* ∆2,2 = NK2/k(x)(2y) = −16δ2B,
* ∆2,3 = NK2/k(x)
(
y2 − 4δ2C) = 16δ4(B − C)2 et
* ∆3,3 = NK3/k(x)(2y) = −16δ2C.
Lorsque 1 ≤ j < i ≤ 3 nous posons e´galement ∆j,i := ∆i,j .
Soit α un e´le´ment de l’image de ΞH. D’apre`s la proposition 4.1.3, il existe
une famille (µi,j) 1 ≤ i ≤ 3,
j 6= i
d’e´le´ments de k[x] sans facteur carre´ telle que
* µi,j divise pgcd
(
3∏
k=1
∆i,k,
3∏
l=1
∆j,l
)
,
* µi,j = µj,i, et
* ΞH,i(α) soit la classe de
∏
j 6=i
µi,j .
1. Le polynoˆme µ1,2 divise
pgcd
(
δ4
(
(1 + C)2 − 4B) (1− C)2,−(16)2δ8 ((1 + C)2 − 4B)B(B − C)2) .
Puisque 1− C et 1−B sont premiers entre eux, nous avons
pgcd(B − C, (1− C)2) = 1.
Les polynoˆmes B et 1−C sont aussi premiers entre eux. Ainsi, le polynoˆme
µ1,2 e´tant sans facteur carre´, il divise δ
(
(1 + C)2 − 4B) .
2. Le polynoˆme µ1,3 divise
pgcd
(
δ4
(
(1 + C)2 − 4B) (1− C)2,−(16)2δ8(1− C)2(B − C)2C) .
Les polynoˆmes 1− C et 1−B sont premiers entre eux et
pgcd(B − C, (1 + C)2 − 4B) = pgcd(B − C, (1− C)2),
donc les polynoˆmes B − C et (1 + C)2 − 4B sont premiers entre eux. Or
les polynoˆmes (1 + C)2 − 4B et C sont premiers entre eux et µ1,3 est sans
facteur carre´, donc µ1,3 divise δ(1− C).
3. Le polynoˆme µ2,3 divise
pgcd
(−16δ8 ((1 + C)2 − 4B)B(B − C)2,−(16)2δ8(1− C)2(B − C)2C) .
Nous savons par ailleurs que :
* B et C(1− C) sont premiers entre eux ;
* C et
(
(1 + C)2 − 4B) sont premiers entre eux ;
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* les polynoˆmes 1 − C et (1 + C)2 − 4B sont premiers entre eux (car
pgcd(1− C, 1−B) = 1).
Comme µ2,3 est sans facteur carre´, nous de´duisons de ces trois relations de
primalite´ relative que µ2,3 divise δ(B − C). 
Nous donnons maintenant trois applications de la proposition 4.1.7.
Proposition 4.5.5 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.2 sont ve´rifie´es. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carre´s dans k(x).
Soit p un facteur premier de B − C. Nous supposons que
* B et C sont premiers entre eux, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que B ≡ λ2 mod p.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que
vp(α2) = 0 et vp(α3) = 0.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a`
L2L3. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v).
Nous avons alors
* ΞH,2(Cl(div(u, v))) =
[
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] et
* ΞH,3(Cl(div(u, v))) =
[
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)].
Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A := 4δ2B : comme
* vp(B) ≡ 0 mod 2 (car B et B − C sont premiers entre eux), et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que p−vp(B)B ≡ λ2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation vp
(
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est
paire.
La proposition 4.1.7 s’applique aussi avec P la place d’uniformisante
p et A := 4δ2C (car C ≡ B mod p). Nous en de´duisons que la valuation
vp
(
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est paire. 
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Proposition 4.5.6 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.2 sont ve´rifie´es. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carre´s dans k(x).
Soit p un facteur premier de δ. Nous supposons que
* vp(B) ≡ 0 mod 2, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que p−vp(B)B ≡ λ2 mod p.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que vp(α2) = 0.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a` L2.
Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v). Nous
avons alors ΞH,2(Cl(div(u, v))) =
[
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] .
Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A := 4δ2B : comme
* vp(B) ≡ 0 mod 2, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que p−vp(B)B ≡ λ2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation vp
(
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est
paire. 
Proposition 4.5.7 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.2 sont ve´rifie´es. Nous supposons de plus que B et C ne
sont pas des carre´s dans k(x).
Soit p un facteur premier de δ. Nous supposons que
* vp(C) ≡ 0 mod 2, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que p−vp(C)C ≡ λ2 mod p.
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Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que vp(α3) = 0.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a` L3.
Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v). Nous
avons alors ΞH,3(Cl(div(u, v))) =
[
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] .
Nous appliquons la proposition 4.1.7 avec P la place d’uniformisante p
et A := 4δ2C : comme
* vp(C) ≡ 0 mod 2, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que p−vp(C)C ≡ λ2 mod p,
cette proposition affirme que la valuation vp
(
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est
paire. 
Les trois propositions suivantes sont des applications de la proposition
4.1.6.
Proposition 4.5.8 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.2 sont ve´rifie´es. Nous supposons de plus que
* B n’est pas un carre´ dans k(x), et
* C est de degre´ impair.
Soit λ le coefficient dominant de C.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([ǫ1α1], [ǫ2α2], [ǫ3α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes unitaires et ǫ1, ǫ2, ǫ3 ∈ k× tels que
* ǫ3 ∼ 1 si α3 est de degre´ pair ;
* ǫ3 ∼ −λ si α3 est de degre´ impair.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a`
L3. Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v).
Nous avons alors ΞH,3(Cl(div(u, v))) =
[
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] . Il existe
un polynoˆme unitaire α3 ∈ k[x] et ǫ3 ∈ k× tels que NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u) =
ǫ3α3.
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place a` l’infini
de k(x) et A := 4δ2C : comme A ∼ C, nous avons
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* ǫ3 ∼ 1 si α3 est de degre´ pair ;
* ǫ3 ∼ −λ si α3 est de degre´ impair. 
Proposition 4.5.9 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C, δ ∈
k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.4 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de C. Nous supposons que
* la valuation vp(C) est impaire, et
* vp(δ) = vp(B − C) = vp(1− C) = 0.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que
vp(α3) = 0 et α3 ∼ 1 mod p.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a` L3.
Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v). Nous
avons alors ΞH,3(Cl(div(u, v))) =
[
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] . Nous posons
α3 := p
−vp(NK3/k(x)((−1)deg(u)u))NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
.
Nous avons suppose´ que vp(δ) = vp(B − C) = vp(1 − C) = 0. Ainsi,
d’apre`s la proposition 4.5.4, la valuation vp
(
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u)) est paire.
Nous en de´duisons que NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u) ∼ α3, c’est-a`-dire que
[α3] =
[
NK3/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)]
= ΞH,3(Cl(div(u, v))).
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associe´e
a` p et A := 4δ2C : nous avons α3 ∼ 1 mod p. 
Proposition 4.5.10 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.4 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de B. Nous supposons que
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* la valuation vp(B) est impaire et
* vp(δ) = vp(B − C) = vp((1 + C)2 − 4B) = 0.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que
vp(α2) = 0 et α2 ∼ 1 mod p.
De´monstration.
Soit div(u, v) ∈ Div0(k(H)) un diviseur semi-re´duit avec u premier a` L2.
Nous notons Cl(div(u, v)) la classe d’e´quivalence line´aire de div(u, v). Nous
avons alors ΞH,2(Cl(div(u, v))) =
[
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u)] . Nous posons
α2 := p
−vp(NK2/k(x)((−1)deg(u)u))NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
.
Nous avons suppose´ que vp(δ) = vp(B − C) = vp((1 + C)2 − 4B) = 0.
Ainsi, d’apre`s la proposition 4.5.4, la valuation vp
(
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u))
est paire. Nous en de´duisons que NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u) ∼ α2, c’est-a`-dire
que
[α2] =
[
NK2/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)]
= ΞH,2(Cl(div(u, v))).
Nous appliquons la proposition 4.1.6 en prenant pour P la place associe´e
a` p et A := 4δ2B : nous avons α2 ∼ 1 mod p. 
Proposition 4.5.11 Soit k un corps de caracte´ristique 0. Soient B, C,
δ ∈ k[x] trois polynoˆmes non nuls tels que les polynoˆmes 1 − C, B − C et
(1 + C)2 − 4B soient non nuls.
Soit H la courbe hyperelliptique sur k(x) d’e´quation affine
H : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous reprenons les notations 4.5.1 et 4.1. Nous supposons que les hypothe`ses
de la proposition 4.5.4 sont ve´rifie´es.
Soit p un facteur premier de B − C. Nous supposons que
* vp(δ) = vp(1− C) = vp(C) = 0, et
* il n’existe pas λ ∈ k tel que C ≡ λ2 mod p.
Alors tout e´le´ment α de l’image de ΞH est de la forme
α = ([α1], [α2], [α3])
avec α1, α2, α3 ∈ k[x] trois polynoˆmes tels que
vp(α1) = 0 et α1 ∼ 1 mod p.
180
De´monstration.
Soit < u, v >∈ Jac(H)(k(x)) un k(x)-point de Jac(H). Quitte a` ajouter
un point de 2-torsion au point < u, v >, nous pouvons supposer, sans perte
de ge´ne´ralite´, que u est premier a` L1L2L3.
Il existe quatre polynoˆmes u˜0, u˜1, u˜2 et λ premiers dans leur ensemble
tels que
u(y) =
u˜2
λ
y2 +
u˜1
λ
y +
u˜0
λ
.
Puisque u est unitaire, λ est le coefficient dominant du polynoˆme
u˜2y
2 + u˜1y + u˜0. Ainsi λ est e´gal a` u˜2, u˜1 ou u˜0. Par conse´quent, les po-
lynoˆmes u˜2, u˜1 et u˜0 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
L’image du point < u, v > par ΞH est
ΞH(< u, v >) =
([
NKi/k(x)
(
(−1)deg(u)u (yi)
)])3
i=1
Si le polynoˆme λ2NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u) n’est pas divisible par p :
Comme p divise B − C, nous avons
λ2NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u) = (u˜0 + 4δ2Cu˜2)2 − 4δ2Cu˜21
≡ (u˜0 + 4δ2Bu˜2)2 − 4δ2Bu˜21 mod p
≡ λ2NK2,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u) mod p.
Le polynoˆme λ2NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u) est inversible modulo p. Nous
en de´duisons que
λ4NK2,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
∼ 1 mod p.
Pour conclure, il suffit d’utiliser la proposition 1.5.9
ΞH,1(< u, v >) = ΞH,2(< u, v >).ΞH,3(< u, v >)
=
[
λ4NK2,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u)NK3,H/k(x) ((−1)deg(u)u)]
= [1] .
Si λ2NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u) est divisible par p, mais pas u˜1 : nous avons
alors
λ2NK3,H/k(x)
(
(−1)deg(u)u
)
= (u˜0 + 4δ
2Cu˜2)
2 − 4δ2Cu˜21,
donc 4δ2Cu˜21 ≡ (u˜0 + 4δ2Cu˜2)2 mod p. Comme vp(C) = vp(δ) =
vp(u˜1) = 0, nous en de´duisons que C ∼ 1 mod p. Nous avons ainsi une
contradiction avec le choix de p. Le cas ou` λ2NK3,+/k(x)
(
(−1)deg(u)u)
est divisible par p et u˜1 premier a` p est donc impossible.
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Si u˜1 et λ
2NK3,+/k(x)
(
(−1)deg(u)u) sont divisibles par p : la congruence
λ2NK3,+/k(x)
(
(−1)deg(u)u) ≡ 0 mod p signifie que
4δ2Cu˜21 ≡ (u˜0 + 4δ2Cu˜2)2 mod p.
Nous savons aussi que p divise u˜1. Nous en de´duisons donc que :
u˜0 ≡ −4δ2Cu˜2 mod p (4.32)
Les polynoˆmes u˜0, u˜1, et u˜2 sont premiers dans leur ensemble. Le
polynoˆme p ne peut donc les diviser tous. Or p divise u˜1, donc p ne
divise pas l’un des polynoˆmes u˜0 et u˜2. Ainsi, d’apre`s la congruence
4.32, le polynoˆme p ne divise pas u˜2.
Nous en de´duisons la valeur de λ : l’e´le´ment λ est le coefficient domi-
nant de λu = u˜2y
2 + u˜1y + u˜0, c’est-a`-dire u˜2 (il est non nul puisque
premier a` p).
En utilisant la relation de congruence 4.32 nous pouvons remarquer
que :
(−1)deg(u)λ2u(δ(1 + C)) = (−1)deg(u)λ (u˜2δ2(1 + C)2 − u˜1δ(1 + C) + u˜0)
≡ (−1)deg(u)λ (u˜2δ2(1 + C)2 − 0− 4δ2Cu˜2) mod p
≡ (−1)deg(u)λu˜2δ2(1− C)2 mod p
≡ (−1)deg(u)u˜22δ2(1− C)2 mod p.
Nous en de´duisons
(−1)deg(u)λ2u(δ(1 + C)) ∼ 1 mod p
car u˜2δ(1 − C) est inversible modulo p et car u est de degre´ 2. Pour
conclure, nous remarquons que
ΞH,1(< u, v >) =
[
(−1)deg(u)λ2u(δ(1 + C))
]
. 
Proposition 4.5.12 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ).
Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
* η,
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 et (ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 − 1,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 et (ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 − 4,
*
(
ω2 − η2)2 − 4η2 et
* B(0)− C(0) = (b1 − 1)2 − ω2
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sont non nuls.
A` tout δ ∈ k(x)×, nous associons la k(x)-courbe hyperelliptique Ĉ+δ
d’e´quation affine :
Ĉ+δ : z2 = (y + δ(1 + C))(y2 − 4δ2B)(y2 − 4δ2C).
Nous conservons les notations 4.2 et 4.1. Nous supposons que
* (1 + ω)2 − η2 et (1− ω)2 − η2
* B(0) = b21 − η2 et C(0) = 2b1 + ω2 − η2 − 1,
ne sont pas des carre´s dans k. Nous supposons de plus que l’un des deux
e´le´ments
η2 − ω2 − 2ω et η2 − ω2 + 2ω
n’est pas un carre´ dans k.
Alors pour tout ζ ∈ k strictement positif,
* l’image de ΠbC+ζ
est e´gale a` l’image de la torsion de Jac(Ĉ+ζ )(k(x)) par
ΠbC+ζ
, et
* l’image de ΠbC+ζx
est e´gale a` l’image de la torsion de Jac(Ĉ+ζx)(k(x))
par ΠbC+ζx
.
De´monstration.
Soit ζ ∈ k strictement positif et δ ∈ {ζ, ζx}. Soit β ∈ Jac(Ĉ+δ )(k(x)).
Le polynoˆme C est de degre´ 1. Le polynoˆme C n’est donc pas un carre´ dans
k(x).
Nous avons suppose´ le discriminant 4η2 de B non nul. Ainsi le polynoˆme
B = (x+ b1)
2 − η2 n’a pas de racine double. Le polynoˆme B n’est donc pas
un carre´.
Le reste de la division euclidienne de B = (x + b1)
2 − η2 par
C = 2(x+ b1) + ω
2 − η2 − 1 est
(ω2 − η2 − 1)2
4
− η2
Ce reste est diffe´rent de 0 et 14 , donc
* B et C sont premiers entre eux, et
* 1− 4B et C sont premiers entre eux.
D’apre`s la seconde relation de primalite´, les polynoˆmes (1 +C)2 − 4B et C
sont aussi premiers entre eux.
Le reste (ω
2−η2−2)2
4 − η2 de la division euclidienne de B par C − 1 est
diffe´rent de 0 et 1, donc
* B est premier a` C − 1 et
* B − 1 est premier a` C − 1.
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Finalement, les hypothe`ses des propositions 4.5.2 et 4.5.4 sont ve´rifie´es.
Ainsi, la proposition 4.5.4 s’applique et affirme l’existence
* d’un diviseur sans facteur carre´ µ1,2 ∈ k[x] de δ((1 + C)2 − 4B),
* d’un diviseur sans facteur carre´ µ1,3 ∈ k[x] de δ(1− C) et
* d’un diviseur sans facteur carre´ µ2,3 ∈ k[x] de δ(B − C)
tels que ΞbC+δ
(β) = ([µ1,2µ1,3], [µ1,2µ2,3], [µ1,3µ2,3]).
Le triplet ([(1+C)2− 4B], [(1+C)2− 4B], [1]) est l’image par ΞbC+δ d’un
e´le´ment de 2-torsion de Jac(Ĉ+δ )(k(x)) (voir la proposition 4.5.3). De plus,
le polynoˆme (1 + C)2 − 4B est de degre´ au plus 1. Ainsi, quitte a` ajouter
a` β un e´le´ment de 2-torsion de Jac(Ĉ+δ )(k(x)), nous pouvons supposer que
µ1,2 est un diviseur de δ.
Soit p := x+b1−1−ω. Le polynoˆme p est un des deux facteurs premiers
de B − C = (x + b1 − 1)2 − ω2. Le reste de la division euclidienne de
B = (x+ b1)
2 − η2 par p est
(1 + ω)2 − η2.
Par hypothe`se, ce reste n’est pas un carre´ dans k. La proposition 4.5.5 af-
firme donc que la valuation vp(µ1,2µ2,3) est paire. Or vp(µ1,2) = 0 donc la
valuation vp(µ2,3) est paire. Par syme´trie des roles de ω et −ω, la valuation
de µ2,3 en x + b1 − 1 + ω est paire. Finalement, le polynoˆme sans facteur
carre´ µ2,3 est un diviseur de δ.
Nous supposons momentane´ment que δ = ζx. Nous avons suppose´ que
B(0) = b21 − η2 n’est pas un carre´ dans k. En particulier, B(0) est non nul.
Nous en de´duisons que B et x sont premiers entre eux. D’apre`s la proposition
4.5.6 applique´ au cas p = x, la valuation vx(µ1,2µ2,3) est paire. De meˆme, la
proposition 4.5.7 s’applique (car C(0) = 2b1+ω
2− η2− 1 n’est pas un carre´
dans k(x)) : vx(µ1,3µ2,3) est paire.
De plus, les polynoˆmes µ1,2, µ1,3 et µ2,3 sont sans facteur carre´. Les
valuations vx(µ1,2), vx(µ1,3) et vx(µ1,2) sont donc e´gales (elles sont e´gales a`
0 ou 1 et de meˆme parite´). Or
ΞbC+δ
(β) = ([µ1,2µ1,3] , [µ1,2µ2,3] , [µ1,3µ2,3])
= ([(δµ1,2) (δµ1,3)] , [(δµ1,2) (δµ2,3)] , [(δµ1,3) (δµ2,3)]) ,
donc, quitte a` les multiplier tous les trois par δ−1, nous pouvons supposer
que les polynoˆmes µ1,2, µ1,3 et µ2,3 sont premiers a` δ.
Nous revenons au cas ge´ne´ral (δ ∈ {ζ, ζx}). Nous nous sommes ramene´s au
cas ou`
* µ1,2 ∈ k× est une constante,
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* µ1,3 ∈ k[x] est un diviseur sans facteur carre´ de (1− C), et
* µ2,3 ∈ k× est une constante.
Comme C − 1 est de degre´ 1, le polynoˆme µ1,3 ne peut prendre que deux
valeurs diffe´rentes a` une constante pre`s : il existe ǫ ∈ k× tel que µ1,3 = ǫ ou
µ1,3 = ǫ(1 − C). En fait, d’apre`s la proposition 4.5.8, et puisque 1 − C et
−C ont meˆme coefficient dominant, nous avons µ2,3ǫ ∼ 1.
Comme η 6= 0, le polynoˆme B est sans facteur carre´. Par ailleurs,
* pgcd(B,C) = 1 donc B et B − C sont premiers entre eux ;
* B(0) = b21 − η2 6= 0 donc B est premier a` δ ;
* le reste 14
((
ω2 − η2)2 − 4η2) de la division euclidienne du polynoˆme
B = (x+ b1)− η2 par 1 + C = 2 (x+ b1) + ω2 − η2 est non nul, donc
pgcd(1 + C,B) = 1 et donc les polynoˆmes (1 + C)2 − 4B et B sont
premiers entre eux.
La proposition 4.5.10 s’applique donc : nous avons µ1,2µ2,3 ∼ 1 mod p pour
tout facteur premier p de B. Le polynoˆme µ1,2µ2,3 e´tant une constante, nous
en de´duisons que µ1,2 ∼ µ2,3 ∼ ǫ. En particulier, nous avons
µ1,2µ1,3 ∼ 1 ou µ1,2µ1,3 ∼ 1− C.
Nous supposons que µ1,2µ1,3 ∼ 1 − C. Comme B est premier a` C,
les polynoˆmes B − C et C sont premiers entre eux. De meˆme, puisque
pgcd(B − 1, C − 1) = 1, le polynoˆme B − C est premier a` C − 1. De plus,
B(0) 6= C(0) donc les polynoˆmes B − C et δ sont premiers entre eux. Par
ailleurs,
* le polynoˆme B − C se factorise sous la forme
B − C = (x+ b1 − 1 + ω)(x+ b1 − 1− ω),
* le reste (ω + 1)2 − η2 de la division euclidienne de
C = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2 − 1
par x+ b1 − 1− ω n’est pas un carre´ dans k, et
* le reste (ω + 1)2 − η2 de la division euclidienne de
C = 2(x+ b1 − 1) + ω2 − η2 − 1
par x+ b1 − 1 + ω n’est pas un carre´ dans k.
Les hypothe`ses de la proposition 4.5.11 sont donc satisfaites pour tous les
facteurs premiers de B − C.
Cette proposition affirme que µ1,2µ1,3 ∼ 1 mod p pour tout facteur pre-
mier p de B−C = (x+b1−1)2−ω2. Puisque 1−C = −2(x+b1−1)+η2−ω2,
cela signifie que les deux e´le´ments
η2 − ω2 − 2ω et η2 − ω2 + 2ω
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sont des carre´s dans k. Ce n’est pas le cas, donc µ1,2µ1,3 ∼ 1. Par suite,
l’image
ΞbC+δ
(β) = ([µ1,2µ1,3] , [µ1,2µ2,3] , [µ1,3µ2,3])
est triviale.
Nous venons ainsi de montrer que, pour tout β ∈ Jac(Ĉ+δ )(k(x)), il existe
un point de torsion T ∈ Jac(Ĉ+δ )(k(x)) tel que l’image ΞbC+δ (β + T ) soit
triviale. Pour conclure il suffit de remarquer que ΠbC+δ
= ΞbC+δ
. 
4.6 Conclusion : une famille de polynoˆmes qui ne
sont pas somme de trois carre´s dans R(x, y).
The´ore`me 4.6.1 Soient η, ω, ρ ∈ R des re´els. Soit k := Q(η, ω, ρ). Nous
posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que les e´le´ments
* η et ρ,
* ω2 − η2 − 2− 2η et ω2 − η2 − 2 + 2η,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 − 4,
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 − 1,
* ω2 − η2 − 2η et ω2 − η2 + 2η
sont non nuls.
Nous supposons de plus ω > 1 + |η|, ω2 − η2 > 2ω, b1 > 1 + ω2−η22 et
qu’aucun des e´le´ments
a.
((
ω2 − η2)2 − 4ω2) = (ω2 − η2 − 2ω) (ω2 − η2 + 2ω)
b. (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2ω),
c. (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω),
d. 2(ω2 − η2 − 2ω)(b1 − 1− ω),
e. 2(ω2 − η2 + 2ω)(b1 − 1 + ω)
f. 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1 + ω),
g. 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1− ω),
h.
(
(b1 − 1)2 − ω2
)((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
i. 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 − 2ω) ((ω + 1)2 − η2)n (pour n ∈ {0, 1}),
j. 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 + 2ω) ((ω − 1)2 − η2)n (pour n ∈ {0, 1})
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k.
(
(b1 − 1)2 − ω2
)n1 (
(ω − 1)2 − η2
)n2 (
(ω + 1)2 − η2
)n3
(avec (n1, n2, n3)
un triplet non nul d’e´le´ments de {0, 1}),
l. 2
(
ω2 − η2) (2b1 − 2 + ω2 − η2),
m. 2n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)1−n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N), et
n. 21−n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2 ,
(avec n1, n2 ∈ N)
o. b21 − η2, et
p. 2b1 + ω
2 − η2 − 1,
n’est un carre´ dans k.
Alors le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y).
De´monstration.
Des trois ine´galite´s b1 > 1 +
ω2−η2
2 ,
ω2−η2
2 > ω et ω > 1 + |η|, nous
de´duisons que l’e´le´ment b1 est strictement supe´rieur a` 2+ |η| et donc stricte-
ment positif. En particulier, nous avons b1 > 0 et b
2
1 > η
2. Ainsi, le polynoˆme
B(x2) = x4 + 2b1x
2 + b21 − η2
est positif ou nul sur R.
De meˆme, puisque 2b1 > 2 + ω
2 − η2 et ω2 > η2, les e´le´ments
2b1− 2+ω2− η2 =
(
2b1 − 2−
(
ω2 − η2))+2 (ω2 − η2) et 2b1− 1+ω2− η2
sont strictement positifs. Ainsi, le polynoˆme
C(x2) := 2x2 +
(
2b1 − 1 + ω2 − η2
)
est positif ou nul sur R. Par conse´quent, le polynoˆme
P (x, y) =
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2.
Le reste
(
C
(
x2
)− 1) (B (x2)− C (x2)) de la division euclidienne de(
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
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par y2 + 1 est non nul (il est meˆme de degre´ 6 en y). Les polynoˆmes y2 + 1
et
(
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
sont donc premiers entre
eux.
De meˆme, le reste
(
B
(
x2
)− C (x2)) de la division euclidienne de
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 + B
(
x2
)
par y2 + C
(
x2
)
est non nul, donc les po-
lynoˆmes y2 + C
(
x2
)
et y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 + B
(
x2
)
sont premiers entre
eux.
Par ailleurs, le polynoˆme C
(
x2
)
est non nul, donc le polynoˆme
y2 +
(
C
(
x2
))
est sans facteur carre´.
Enfin, le discriminant 16B
(
x2
) ((
1 + C
(
x2
))2 − 4B (x2))2 du polynoˆme
y4+
(
1 + C
(
x2
))
y2+B
(
x2
)
est non nul donc y4+
(
1 + C
(
x2
))
y2+B
(
x2
)
est sans facteur carre´. Ainsi, des relations de primalite´ pre´ce´dentes, nous
de´duisons que le polynoˆme P (x, y) ∈ k[x][y] est sans facteur carre´. En par-
ticulier, les hypothe`ses de la proposition 1.2.8 sont satisfaites.
Nous montrons maintenant que P (x, y) n’est pas une somme de trois
carre´s dans R(x, y). Pour cela, nous introduisons la courbe hyperelliptique
C sur R(x) d’e´quation affine
C : z2 + (y2 + 1) (y2 + C (x2)) (y4 + (1 + C (x2)) y2 +B (x2)) = 0.
D’apre`s la proposition 1.2.8, le polynoˆme P (x, y) est une somme de trois
carre´s dans R(x, y) si et seulement si la jacobienne Jac(C) a un point
R(x)-rationnel antineutre.
Nous commenc¸ons par montrer que le groupe Jac(C)(R(x)) est de rang
de Mordell-Weil nul, c’est-a`-dire e´gal a` son sous-groupe de torsion. Pour
cela, nous utilisons la proposition 3.5.3.6.
Nous avons suppose´ ω > 1 + |η|, donc ω est non nul. De meˆme,
ω2 − η2 > 2|ω|, donc ω2 − η2, ω2 − η2 + 2ω et ω2 − η2 − 2ω sont non
nuls (ils sont meˆme strictement positifs).
Par ailleurs les e´le´ments 2b1 + ω
2 − η2 − 1, b21 − η2 et (b1 − 1)2 − ω2 ne
sont pas des carre´s dans k, donc les e´le´ments 2b1+ω
2−η2−1, b1+η, b1−η,
b1− 1+ω et b1− 1−ω sont non nuls. Nous venons ainsi de montrer que les
e´le´ments
* η, ω, ρ et ω2 − η2,
* 2b1 − 2 + ω2 − η2,
* ω2 − η2 − 2− 2η et ω2 − η2 − 2 + 2η,
* ω2 − η2 + 2ω et ω2 − η2 − 2ω,
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
* 2b1 + ω
2 − η2 − 1, b1 + η, b1 − η, b1 − 1 + ω et b1 − 1− ω
sont non nuls. Les hypothe`ses de la proposition 3.5.3.6 sont donc ve´rifie´es.
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Afin d’utiliser la proposition 3.5.3.6, nous associons a` tout δ ∈ k(x)× les
deux k(x)-courbes hyperelliptiques C+δ et Ĉ+δ (qui sont de genre 2), et les
deux k(x)-courbes elliptiques C−δ et Ĉ−δ d’e´quations affines respectives :
C+δ : z2 =
(
y + δ(1+C(x))2
)(
y2 −
(
δ(1−C(x))
2
)2)(
y2 − δ2[(1+C(x))2−4B(x)]4
)
Ĉ+δ : z2 = (y + δ (1 + C (x)))
(
y2 − 4δ2B (x)) (y2 − 4δ2C (x))
C−δ : z2 = y
(
y2 − δ
[
(1− C (x))2 − 2 (B (x)− C (x))
]
y + δ2 (B (x)− C (x))2
)
Ĉ−δ : t2 = y
(
y + δ (1− C (x))2
)(
y + δ
(
(1− C (x))2 − 4 (B (x)− C (x))
))
.
Nous reprenons les notations 4.2 et 4.4.
D’apre`s la proposition 3.5.3.6, le R(x)-rang de Mordell-Weil de la jaco-
bienne de la courbe C est nul si et seulement si, pour tout ζ ∈ k strictement
positif, les images des homomorphismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de
C−ζ , C−ζx, Ĉ−ζ , Ĉ−ζx, Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(Ĉ+ζ ) et Jac(Ĉ+ζx).
Nous e´tudions maintenant les images des homomorphismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
en utilisant les propositions 4.2.5, 4.2.7, 4.3.5, 4.3.6, 4.4.4.1, 4.4.4.2 et 4.5.12.
1. Les hypothe`ses de la proposition 4.2.5 sont ve´rifie´es :
* ω2 > η2, et
*
((
ω2 − η2)− 4ω2) = (ω2 − 2ω − η2) (ω2 + 2ω − η2) n’est pas un carre´
dans k.
Par conse´quent, pour tout ζ ∈ k strictement positif, l’image du morphisme
γC−ζ est triviale.
2. Comme ω2 > η2 et comme les e´le´ments
* (b1 − 1)2 − ω2 (voir l’hypothe`se k. ),
* (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω),
* (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2ω),
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* 2(ω2 − η2 − 2ω)(b1 − 1− ω), et
* 2(ω2 − η2 + 2ω)(b1 − 1 + ω)
ne sont pas des carre´s dans k, les hypothe`ses de la proposition 4.2.7 sont
satisfaites. Nous de´duisons de cette proposition que, pour tout ζ ∈ k stric-
tement positif, l’image du morphisme γC−ζx est triviale.
3. Puisque ω2 − η2 > 2|ω|, l’e´le´ment
(ω2 − η2 − 2ω)(ω2 − η2 + 2ω)
est strictement positif. La proposition 4.3.5 s’applique donc : pour tout ζ ∈ k
strictement positif, l’image de γbC−ζ ,k(x)
est l’image des points de 2-torsion de
Ĉ−ζ (k(x)).
4. Les hypothe`ses de la proposition 4.3.6 sont ve´rifie´es : les e´le´ments ω2−η2
et ρ sont non nuls (en fait ω2 > η2), et les e´le´ments
* (b1 − 1)2 − ω2 (voir l’hypothe`se k. ),
*
(
ω2 − η2)2 − 4ω2,
* 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1 + ω),
* 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1− ω) et
*
(
(b1 − 1)2 − ω2
)((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
ne sont pas des carre´s dans k. Ainsi, pour tout ζ ∈ k strictement positif,
l’image de γbC−ζx,k(x)
est l’image des points de 2-torsion de Ĉ−ζx(k(x)).
5. De l’ine´galite´ ω2 − η2 > 2|ω| nous de´duisons(
ω2 − η2)2 − 2ω2 − 2η2 > 4ω2 − 2ω2 − 2η2 = 2 (ω2 − η2) > 0.
En particulier, l’e´le´ment
(
ω2 − η2)2 − 2ω2 − 2η2 est non nul. Par ailleurs,
nous avons suppose´ que les e´le´ments
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 = (ω2 − η2 − 1 + 2η) (ω2 − η2 − 1− 2η) et
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 = (ω2 − η2 − 2 + 2η) (ω2 − η2 − 2− 2η)
sont non nuls. De plus, aucun des e´le´ments
*
(
(ω − 1)2 − η2
)n1 (
(ω + 1)2 − η2
)n2
(avec (n1, n2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)})
(voir l’hypothe`se k. ),
* 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 − 2ω) ((ω + 1)2 − η2)n (avec n ∈ {0, 1}) et
* 2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 + 2ω) ((ω − 1)2 − η2)n (avec n ∈ {0, 1})
n’est un carre´ dans k. Or ω > 1 + |η|, donc les hypothe`ses de la proposi-
tion 4.4.4.1 sont satisfaites. Par suite, pour tout ζ ∈ k strictement positif,
l’image de ΠC+ζ est engendre´e par l’image des points de torsion 2-primaire
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de Jac(C+ζ )(k(x)).
6. Les e´le´ments
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 = (ω2 − η2 − 1 + 2η) (ω2 − η2 − 1− 2η) et
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 = (ω2 − η2 − 2 + 2η) (ω2 − η2 − 2− 2η)
sont non nuls.
Nous avons suppose´ ω2 − η2 > 2ω, b1 > 1 + ω2−η22 et ω > |η| + 1. Par
ailleurs, aucun des e´le´ments
*
(
(b1 − 1)2 − ω2
)n1 (
(ω − 1)2 − η2
)n2 (
(ω + 1)2 − η2
)n3
(avec (n1, n2, n3)
un triplet non nul d’e´le´ments de {0, 1}),
* 2
(
ω2 − η2) (2b1 − 2 + ω2 − η2),
* 2n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)1−n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N), et
* 21−n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N)
n’est un carre´ dans k. Ainsi, les hypothe`ses de la proposition 4.4.4.2 sont
satisfaites. Nous en de´duisons que, pour tout ζ ∈ k× strictement positif,
l’image de ΠC+ζx est engendre´e par l’image des points de torsion 2-primaire
de Jac(C+ζx)(k(x)).
7. Nous avons suppose´ que l’e´le´ment
(
(b1 − 1)2 − ω2
)((
ω2 − η2)2 − 4ω2)
n’est pas un carre´ dans k. Par suite, (b1 − 1)2 − ω2 est non nul. Nous avons
aussi suppose´ que les e´le´ments
* η,
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 et (ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 − 1,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 et (ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 − 4, et
*
(
ω2 − η2)2 − 4η2 = (ω2 − η2 + 2η) (ω2 − η2 − 2η)
sont non nuls. Par ailleurs, l’e´le´ment(
ω2 − η2)2 − 4ω2 = (ω2 − η2 − 2ω) (ω2 − η2 + 2ω)
n’est pas un carre´ dans k, donc
* η2 − ω2 − 2ω n’est pas un carre´ dans k ou
* η2 − ω2 + 2ω n’est pas un carre´ dans k
Ainsi, puisque les e´le´ments
* (1 + ω)2 − η2 et (1− ω)2 − η2 (voir l’hypothe`se k. ),
* b21 − η2 et
* 2b1 + ω
2 − η2 − 1,
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ne sont pas des carre´s dans k, la proposition 4.5.12 s’applique : pour tout
ζ ∈ k strictement positif,
* l’image de ΠbC+ζ
est e´gale a` l’image de la torsion de Jac(Ĉ+ζ )(k(x)) par
ΠbC+ζ
, et
* l’image de ΠbC+ζx
est e´gale a` l’image de la torsion de Jac(Ĉ+ζx)(k(x)) par
ΠbC+ζx
.
Finalement, pour tout ζ ∈ k strictement positif, les images des homo-
morphismes
γC−ζ , γC−ζx , γbC−ζ
, γbC−ζx
, ΠC+ζ , ΠC+ζx , ΠbC+ζ
et ΠbC+ζx
sont respectivement les images des points de torsion k(x)-rationnels de
C−ζ , C−ζx, Ĉ−ζ , Ĉ−ζx, Jac(C+ζ ), Jac(C+ζx), Jac(Ĉ+ζ ) et Jac(Ĉ+ζx).
Nous de´duisons alors de la proposition 3.5.3.6 que le groupe Jac(C)(R(x))
est de rang de Mordell-Weil nul, c’est-a`-dire qu’il est e´gal a` son sous-groupe
de torsion.
Comme explique´ lors de la sous-section 3.4.2, sous les hypothe`se du
the´ore`me 4.6.1, aucun des polynoˆmes
(1 + C(x2))2 − 4B(x2), B(x2), C(x2), B(x2)C(x2),
B(x2)− C(x2) et (B(x2)− C(x2))(1− C(x2))
n’est un carre´ dans C(x). Nous sommes donc sous les hypothe`ses du the´ore`me
2.4.9. Par suite, la jacobienne Jac(C) n’a aucun R(x)-point de torsion an-
tineutre, et donc aucun R(x)-point antineutre (le groupe Jac(C)(R(x)) est
e´gal a` son sous-groupe de torsion).
De plus, d’apre`s la proposition 1.2.8, le polynoˆme P (x, y) est une somme
de trois carre´s dans R(x, y) si et seulement si la jacobienne Jac(C) a un
point R(x)-rationnel antineutre. Par conse´quent, le polynoˆme P (x, y) n’est
pas une somme de trois carre´s dans R(x, y). 
Corollaire 4.6.2 Soient η, ω, ρ ∈ R trois nombres re´els alge´briquement
inde´pendants sur Q. Nous posons :
b1 =
ρ2 − η2
ω2 − η2 +
η2 − ω2
4
.
Soient B(x) := (x + b1)
2 − η2 et C(x) := 2(x + b1) + ω2 − η2 − 1. Nous
supposons que ω > 1 + |η|, ω2 − η2 > 2ω, et b1 > 1 + ω2−η22 .
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Alors le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y).
De´monstration.
Soit k := Q(η, ω, ρ). Puisque les e´le´ments η, ω et ρ sont alge´briquement
inde´pendants, l’anneau Q[η, ω, ρ] est isomorphe a` l’anneau des polynoˆmes
en trois variables a` coefficients dans Q.
Les e´le´ments η, ω et ρ sont alge´briquement inde´pendants, donc les e´le´ments
η, ω et b1 =
1
ω2−η2 ρ
2+
(
−η2
ω2−η2 +
η2−ω2
4
)
sont alge´briquement inde´pendants.
En particulier, les e´le´ments
* η et ρ,
* ω2 − η2 − 2− 2η et ω2 − η2 − 2 + 2η,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 − 4,
* ω2 − η2 − 1 + 2η et ω2 − η2 − 1− 2η,
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 − 1,
* ω2 − η2 − 2η et ω2 − η2 + 2η
sont non nuls.
Le polynoˆme 2
(
ω2 − η2 + 2ω) ∈ Q(ω)[η] est de degre´ 2 et son discrimi-
nant 16
(
ω2 + 2ω
)
est non nul (ω est transcendant sur Q). Par conse´quent,
le polynoˆme 2
(
ω2 − η2 + 2ω) ∈ Q(ω)[η] est non constant et sans facteur
carre´.
De meˆme, les polynoˆmes 2
(
ω2 − η2 − 2ω) ∈ Q(ω)[η] et ω2−η2 ∈ Q(ω)[η]
sont de degre´s 2 et leurs discriminants (respectivement 16(ω2 − 2ω) et 4ω2)
sont non nuls. Les polynoˆmes 2
(
ω2 − η2 − 2ω) ∈ Q(ω)[η] et
ω2 − η2 ∈ Q(ω)[η] sont donc non constants et sans facteur carre´.
Les polynoˆmes ω+1+η ∈ Q(ω)[η], ω+1−η ∈ Q(ω)[η], ω−1+η ∈ Q(ω)[η]
et ω − 1 − η ∈ Q(ω)[η] sont irre´ductibles de degre´s 1. Ils sont donc non
constants et sans facteur carre´.
Les polynoˆmes 2
(
ω2 − η2 + 2ω) ∈ Q(ω)[η], 2 (ω2 − η2 − 2ω) ∈ Q(η)[ω]
et ω2 − η2 ∈ Q(η)[ω] sont deux a` deux premiers entre eux (leurs diffe´rences
deux a` deux sont des e´le´ments non nuls de Q(ω)) .
Par division euclidienne, et en remarquant que ω est transcendant sur Q,
nous montrons aussi que les polynoˆmes ω + 1 + η ∈ Q(ω)[η],
ω + 1 − η ∈ Q(ω)[η], ω − 1 + η ∈ Q(ω)[η] et ω − 1 − η ∈ Q(ω)[η] sont
deux a` deux premiers entre eux et premiers aux polynoˆmes 2
(
ω2 − η2 + 2ω),
2
(
ω2 − η2 − 2ω) et ω2 − η2.
Finalement, les polynoˆmes
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* 2
(
ω2 − η2 + 2ω) ∈ Q(ω)[η], 2 (ω2 − η2 − 2ω) ∈ Q(η)[ω],
* ω2 − η2 ∈ Q(η)[ω],
* ω + 1 + η ∈ Q(ω)[η], ω + 1− η ∈ Q(ω)[η],
* ω − 1 + η ∈ Q(ω)[η] et ω − 1− η ∈ Q(ω)[η]
sont non constants, sans facteur carre´ et deux a` deux premiers entre eux.
Par suite, aucun produit de la forme
2n1+n2
(
ω2 − η2 + 2ω)n1 (ω2 − η2 − 2ω)n2 (ω2 − η2)n3
× (ω + 1 + η)n4 (ω + 1− η)n5 (ω − 1 + η)n6 (ω − 1− η)n7
avec (ni)
7
i=1 ∈ {0, 1}7 non nul n’est un carre´ dans Q(ω)[η] (un tel produit
est un polynoˆme non constant et sans facteur carre´). Ainsi, aucun produit
de la forme
2n1+n2
(
ω2 − η2 + 2ω)n1 (ω2 − η2 − 2ω)n2 (ω2 − η2)n3
× (ω + 1 + η)n4 (ω + 1− η)n5 (ω − 1 + η)n6 (ω − 1− η)n7
(avec (ni)
7
i=1 ∈ {0, 1}7 non nul) n’est un carre´ dans k = Q(η, ω, ρ).
Par ailleurs, les discriminants des polynoˆmes (de degre´ 2)
b1 − 1 + ω = 1ω2−η2 ρ2 −
(
ω2
ω2−η2 +
ω2−η2
4 − ω
)
∈ Q(η, ω)[ρ],
b1 − 1− ω = 1ω2−η2 ρ2 −
(
ω2
ω2−η2 +
ω2−η2
4 + ω
)
∈ Q(η, ω)[ρ], et
2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
= 4
ω2−η2 ρ
2 −
(
4ω2
ω2−η2 −
(
ω2 − η2)) ∈ Q(η, ω)[ρ]
sont non nuls (car η et ω sont alge´briquement inde´pendants), donc
les polynoˆmes b1 − 1 + ω ∈ Q(η, ω)[ρ], b1 − 1 − ω ∈ Q(η, ω)[ρ] et
2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
) ∈ Q(η, ω)[ρ] sont non constants et sans facteur carre´.
Ces polynoˆmes sont premiers entre eux car les e´le´ments
2ω = (b1 − 1 + ω)− (b1 − 1− ω) ,
2ω2 − 2η2 − 4ω = 2 (2b1 − 2 + ω2 − η2)− 4 (b1 − 1 + ω)
2ω2 − 2η2 + 4ω = 2 (2b1 − 2 + ω2 − η2)− 4 (b1 − 1− ω)
sont non nuls (η et ω sont alge´briquement inde´pendants). Ainsi, aucun pro-
duit de la forme
2n1α
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)n1 (b1 − 1 + ω)n2 (b1 − 1− ω)n3
(avec α ∈ Q(η, ω)× et (n1, n2, n3) un triplet non nul d’e´le´ments de {0, 1})
n’est un carre´ dans Q(η, ω)[ρ]. Par suite, aucun produit de la forme
2n1α
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)n1 (b1 − 1 + ω)n2 (b1 − 1− ω)n3
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(avec α ∈ Q(η, ω)× et (n1, n2, n3) un triplet non nul d’e´le´ments de {0, 1})
n’est un carre´ dans k = Q(η, ω, ρ).
Nous remarquons que les polynoˆmes
b1 − η = 1ω2−η2 ρ2 −
(
η2
ω2−η2 +
ω2−η2
4 + η
)
∈ Q(η, ω)[ρ], et
b1 + η =
1
ω2−η2 ρ
2 −
(
η2
ω2−η2 +
ω2−η2
4 − η
)
∈ Q(η, ω)[ρ]
sont de degre´s e´gaux a` 2 et de discriminants non nuls. Par conse´quent les
polynoˆmes b1 − η ∈ Q(η, ω)[ρ] et b1 + η ∈ Q(η, ω)[ρ] sont non constants et
sans facteur carre´. De plus, l’e´le´ment
2η = (b1 + η)− (b1 − η)
est non nul donc les polynoˆmes b1 − η ∈ Q(η, ω)[ρ] et b1 + η ∈ Q(η, ω)[ρ]
sont premiers entre eux. En particulier, le polynoˆme b21−η2 est non constant
et sans facteur carre´. Le polynoˆme b21 − η2 n’est donc pas un carre´ dans
Q(η, ω)[ρ]. Par suite, le polynoˆme b21 − η2 n’est pas un carre´ dans
k = Q(η, ω, ρ).
Le discriminant du polynoˆme
2b1 + ω
2 − η2 − 1 = 2
ω2 − η2 ρ
2 −
(
2η2
ω2 − η2 −
ω2 − η2
2
+ 1
)
∈ Q(η, ω)[ρ]
est non nul. Le polynoˆme 2b1+ω
2−η2−1 est donc sans facteur carre´. Ainsi,
puisqu’il est non constant, le polynoˆme 2b1 + ω
2 − η2 − 1 n’est pas un carre´
dans Q(η, ω)[ρ]. Par suite, le polynoˆme 2b1 + ω
2 − η2 − 1 n’est pas un carre´
dans k = Q(η, ω, ρ).
Les hypothe`ses du the´ore`me 4.6.1 sont donc satisfaites. Par conse´quent,
le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
))
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y). 
Corollaire 4.6.3 Soient η := 23 ω := 34 et ρ := 547. Nous posons :
b1 =
ρ2−η2
ω2−η2 +
η2−ω2
4 =
14063
44 ,
B(x) := (x+ b1)
2 − η2 = x2 + 1406322 x+ 1967438251936 et
C(x) := 2(x+ b1) + ω
2 − η2 − 1 = 2x+ 2783522 .
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Alors le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
)) ∈ Q(x, y)
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y).
De´monstration.
Nous ve´rifions les hypothe`ses du the´ore`me 4.6.1 lorsque η = 23, ω = 34
et ρ = 547.
Tout d’abord nous remarquons que les e´le´ments
* η = 23, et ρ = 547,
* ω2 − η2 − 2− 2η = 579 et ω2 − η2 − 2 + 2η = 671,
*
(
ω2 − η2 − 2)2 − 4η2 − 4 = 388505,
* ω2 − η2 − 1 + 2η = 672 et ω2 − η2 − 1− 2η = 580,
*
(
ω2 − η2 − 1)2 − 4η2 − 1 = 389759,
* ω2 − η2 − 2η = 581 et ω2 − η2 + 2η = 673
sont non nuls. Nous avons aussi les ine´galite´
* ω = 34 > 24 = 1 + |η|,
* ω2 − 2ω = 1088 > 529 = η2 et
* b1 − 1− ω2−η22 = 22544 > 0.
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De plus, les nombres rationnels
a. (ω2 − η2 − 2ω)(ω2 − η2 + 2ω) = 388505 = 5× 13× 43× 139,
b. (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 − 2ω) = 1554746722 = 3×13×43×73×1272×11 ,
c. (2b1 − 2 + ω2 − η2)(ω2 − η2 + 2ω) = 1933003522 = 3×5×73×127×1392×11 ,
d. 2
(
ω2 − η2 − 2ω) (b1 − 1− ω) = 700035722 = 7×13×43×17892×11 ,
e. 2
(
ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) = 1078292522 = 52×29×107×1392×11 ,
f. 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1 + ω) = 431518695484 = 3×5×29×73×107×12722×112 ,
g. 2
(
2b1 − 2 + ω2 − η2
)
(b1 − 1− ω) = 348302199484 = 3×7×73×127×178922×112 ,
h.
(
(b1 − 1)2 − ω2
)((
ω2 − η2)2 − 4ω2) = 754843245042251936
= 5
2×7×13×29×43×107×139×1789
24×112 ,
l. 2
(
ω2 − η2) (2b1 − 2 + ω2 − η2) = 1585341 = 32 × 19× 73× 127,
o. b21 − η2 = 1967438251936 = 3
2×52×31×67×421
24×112 , et
p. 2b1 + ω
2 − η2 − 1 = 2783522 = 5×19×2932×11
ne sont pas des carre´s dans Q (ils sont tous de valuation impaire en au moins
un e´le´ment premier de Z).
Nous devons maintenant ve´rifier les conditions g, h, i, k et l.
i. et j. La valuation en 19 de ω2− η2 = 3× 11× 19 est 1. Or les valuations
en 19 des nombres rationnels
ω2 − η2 − 2ω = 559 = 13× 43,
ω2 − η2 + 2ω = 695 = 5× 139,
(ω + 1)2 − η2 = 696 = 23 × 3× 29 et
(ω − 1)2 − η2 = 560 = 24 × 5× 7
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sont nulles, donc les e´le´ments de la forme
2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 − 2ω) ((ω + 1)2 − η2)n ou
2
(
ω2 − η2) (ω2 − η2 + 2ω) ((ω − 1)2 − η2)n
(avec n ∈ {0, 1}) ne sont pas des carre´s dans Q (leurs valuations en 19 sont
e´gales a` 1).
k. Supposons qu’il existe un triplet (n1,2 , n3) non nul d’e´le´ments de {0, 1}
tel que (
(b1 − 1)2 − ω2
)n1 (
(ω − 1)2 − η2
)n2 (
(ω + 1)2 − η2
)n3
soit un carre´ dans Q.
La valuation en 107 de
(b1 − 1)2 − ω2 = 194294345
1936
=
5× 7× 29× 107× 1789
24 × 112
est 1. Or les valuations en 107 des nombres rationnels
(ω + 1)2 − η2 = 696 = 23 × 3× 29 et
(ω − 1)2 − η2 = 560 = 24 × 5× 7
sont nulles, donc n1 = 0. De meˆme, la valuation en 3 de
(ω + 1)2 − η2 = 696 = 23 × 3× 29
est 1 et les valuations en 3 des nombres rationnels
(b1 − 1)2 − ω2 = 1942943451936 = 5×7×29×107×178924×112 et
(ω − 1)2 − η2 = 560 = 24 × 5× 7
sont nulles donc n3 = 0. Nous aboutissons a` une contradiction : comme le
triplet (n1, n2, n3) n’est pas nul, le nombre rationnel
(ω − 1)2 − η2 = 560 = 24 × 5× 7
doit eˆtre un carre´ dans de Q (alors que sa valuation en 7 est 1). Nous en
de´duisons qu’il n’existe aucun triplet (n1,2 , n3) non nul d’e´le´ments de {0, 1}
tel que (
(b1 − 1)2 − ω2
)n1 (
(ω − 1)2 − η2
)n2 (
(ω + 1)2 − η2
)n3
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soit un carre´ dans Q.
m. La valuation en 139 du nombre rationnel(
ω2 − η2 + 2ω) = 695 = 5× 139
est 1. or les valuations en 139 des nombres rationnels
(b1 − 1 + ω) = 1551544 = 5×29×10722×11
2(ω2 − η2) = 1254 = 2× 3× 11× 19,
2b1 − 2 + ω2 − η2 = 2781322 = 3×73×1272×11 ,
ω − 1− η = 10 = 2× 5 et
ω − 1 + η = 56 = 23 × 7
sont nulles, donc les e´le´ments de la forme
2n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (b1 − 1 + ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)1−n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2
(avec n1, n2 ∈ N) ne sont pas des carre´s dans Q (leurs valuations en 139
sont e´gales a` 1).
n. La valuation en 139 du nombre rationnel(
ω2 − η2 + 2ω) = 695 = 5× 139
est 1. or les valuations en 139 des nombres rationnels
2(ω2 − η2) = 1254 = 2× 3× 11× 19,
2b1 − 2 + ω2 − η2 = 2781322 = 3×73×1272×11 ,
ω − 1− η = 10 = 2× 5 et
ω − 1 + η = 56 = 23 × 7
sont nulles, donc les e´le´ments de la forme
21−n1
(
ω2 − η2 + 2ω) (ω2 − η2)n1 (2b1 − 2 + ω2 − η2)n1
× (ω − 1− η)1−n2 (ω − 1 + η)n2 ,
(avec n1, n2 ∈ N) ne sont pas des carre´s dans Q (leurs valuations en 139
sont e´gales a` 1).
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Les hypothe`ses de la proposition 4.6.1 sont donc ve´rifie´es. D’apre`s cette
proposition, le polynoˆme
P (x, y) :=
(
y2 + 1
) (
y2 + C
(
x2
)) (
y4 +
(
1 + C
(
x2
))
y2 +B
(
x2
)) ∈ Q(x, y)
est positif ou nul sur R2, mais n’est pas une somme de trois carre´s dans
R(x, y). 
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